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New fast and effe
tive algorithm for systems of nonlinear hydrauli
 like equations

is developed. There are theorem of uniqueness and some 
onditions for 
onvergen
e.

�àññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ãèäðàâëè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê â ñèñòåìå

òðóá, íàïðèìåð â ñèñòåìå òðóá òåïëîöåíòðàëåé êðóïíîãî ãîðîäà. Â ðàáîòàõ

øêîëû Â.ß. Õàñèëåâà [1℄ ðàçðàáîòàíû è âíåäðåíû àëãîðèòìû ïðîãðàìì ðàñ÷åòà

ãèäðàâëèêè äëÿ ñåòåé òåïëîòðàññ, âîäîêàíàëà è ïðîìûøëåííûõ ïðåäïðèÿòèé.

Íî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçìåðíîñòü çàäà÷è: èç-

âåñòíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è îãðàíè÷åíû ÷èñëîì òðóá äî

200�250. Ïîäîáíûå îãðàíè÷åíèÿ âûçâàíû ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ

ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî

ïðèáëèæåíèÿ î÷åíü âûñîêà, è ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè âûáîð íà÷àëüíîãî

ïðèáëèæåíèÿ íå îòëè÷àåòñÿ îò ñîáñòâåííî ðåøåíèÿ â ïðåäåëàõ, íåîáõîäèìûõ

äëÿ ïðàêòèêè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì äëÿ ðàñ÷åòà áîëüøèõ ñåòåé ïðèìåíÿþò ñëîæ-

íûå àëãîðèòìû àãðåãèðîâàíèÿ, ïðèâëåêàÿ äëÿ ýòîãî öåëûå êîëëåêòèâû ñïåöè-

àëèñòîâ ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå. Ïîäãîòîâêà âàðèàíòîâ ðàñ÷åòà ñòàíîâèòñÿ

òðóäîåìêîé ïðîöåäóðîé, çàíèìàþùåé íå îäèí äåíü. Íåñìîòðÿ íà ýòî, ñóùåñòâó-

þùèå àëãîðèòìû îòëè÷íî çàðåêîìåíäîâàëè ñåáÿ â ïðîåêòíûõ çàäà÷àõ, êîãäà

îãðàíè÷åíèÿ ïî âðåìåíè èñïîëíåíèÿ íå òàêèå æåñòêèå.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì âåñòè ðàçðàáîòêó ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì

óðàâíåíèé ãèäðàâëèêè áåç îãðàíè÷åíèé íà ÷èñëî óðàâíåíèé.

�àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé ðàñõî-
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ãäå x

i

� ýòî ðàñõîä ïî òðóáå ñ èíäåêñîì i; êîý��èöèåíò a

ij

îïðåäåëÿåòñÿ ïî

ïåðâîìó èëè âòîðîìó çàêîíó Êèðõãî�à. Äëÿ ïåðâîãî çàêîíà, âòåêàþùèé â êîí-

òðîëüíóþ òî÷êó ïîòîê õàðàêòåðèçóåòñÿ êîý��èöèåíòîì, ðàâíûì åäèíèöå; âû-

òåêàþùåìó ïîòîêó îòâå÷àåò êîý��èöèåíò ðàâíûé ìèíóñ åäèíèöå. Äëÿ âòîðîãî

çàêîíà Êèðõãî�à è äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé a

ij

� ýòî êîý��èöèåíò ñîïðîòèâ-

ëåíèÿ i-é òðóáû; H

i

� ýòî ïðèëîæåííûå íàïîðû. Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå

H = H(x), è ýòà �óíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü äîñòàòî÷íî õîðîøî àïïðîêñè-

ìèðóåòñÿ �óíêöèåé âèäà �x

2

+B èëè íàáîðîì ïîäîáíûõ ïàðàáîë. Äàííûé âèä

ïðàâîé ÷àñòè ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó ñ ïåðåìåííîé ïðàâîé ÷àñòüþ âñåãî çà

îäèí ðàç � ïåðåíîñ òåðìà �x

2

i

â ëåâóþ ÷àñòü ìîäè�èöèðóåò êîý��èöèåíò a

ji

.

Âîçíèêàþò ïðàêòè÷åñêèå âîïðîñû, íà êîòîðûå íåîáõîäèìî îòâåòèòü: ñóùå-

ñòâóåò ëè ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðè èçâåñòíîé çàðàíåå ñòðóêòóðå ñèñòå-

ìû è çàäàííûõ íàïîðàõ, êàê ïîëó÷èòü ýòî ðåøåíèå, åäèíñòâåííîå ëè ýòî ðåøå-

íèå è êàê ñîîòíîñèòñÿ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå (èëè ðåøåíèÿ) ñ ðåàëèçóþùèìèñÿ

íà ïðàêòèêå ðåæèìàìè ðàáîòû íàïîðíîé ñèñòåìû?

Ñëåäóþùèå ëåììû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî îáùåãî ñëó÷àÿ ðåøåíèå

ñèñòåìû (1) åäèíñòâåííî.

Ëåììà 1. Ïóñòü x � âåêòîð ðåøåíèé çàäà÷è (1). Êàæäàÿ êîìïîíåíòà x

i

íå

ðàâíà íóëþ, A(x) ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâíåíèé

A(x)x = f (2)

òîãäà ìàòðèöà A(x) íåâûðîæäåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé íåòðèâèàëüíûé âåêòîð z, íà

êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî

A(x)z = 0:

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñëàãàåìîå â íåëèíåéíîì óðàâíåíèè îòíîñèòåëüíî ðàñ-
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. Òàêèì îáðàçîì, ìîæåì çàïèñàòü

A(z)z = 0:

Äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îïèñûâàåò òå÷åíèå â êîí�èãóðàöèè òðóá ïðè íó-

ëåâîì íàïîðå, íåíóëåâûõ ñîïðîòèâëåíèÿõ �

i

�

2

i

è íåíóëåâûõ ðàñõîäàõ z

i

(÷òî

ïðîòèâîðå÷èò çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ áûëè âûâåäåíû (è

óäîâëåòâîðÿþò) óðàâíåíèÿ. Òî åñòü â ñèëó âûïîëíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàñ-

ñû è â ñèëó êîíå÷íîñòè ÷èñëà óçëîâ, ìîæåì âûáðàòü íåêèé öèêë, ïî êîòîðîìó

òå÷åò íåíóëåâîé ïîòîê æèäêîñòè â îäíîì íàïðàâëåíèè, íî ñ äðóãîé ñòîðîíû

ñóììàðíûå ïîòåðè ïî äàííîìó öèêëó áóäóò ðàâíû íóëþ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïî-

ëîæèòåëüíîñòè ÷ëåíîâ ñóììû ñòîÿùèõ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíîñòü �

2

i

ãàðàíòèðóåò òî, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ êîí-

�èãóðàöèåé òðóá ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîé èñõîäíîé è ñ êîý��èöèåíòàìè

èìåííî ñîïðîòèâëåíèÿ, à íå ¾ðàçãîíà¿.
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Çàìå÷àíèå 1. Îãðàíè÷åíèå íà òî, ÷òî âñå êîìïîíåíòû x

i

äîëæíû áûòü íåíó-

ëåâûìè íå íàëàãàåò îãðàíè÷åíèé íà ðåøåíèå. Âîçìîæíàÿ íóëåâàÿ êîìïîíåí-

òà �èêòèâíà, íóëåâûå ñòðîêà è ñòîëáåö, îòâå÷àþùèå òàêîé êîìïîíåíòå, ëåãêî

ýëèìèíèðóþòñÿ èç ìàòðèöû, è ñàìîå ãëàâíîå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû ìîæåì

âêëþ÷èòü â ëþáóþ ñåòü ñêîëüêî óãîäíî òàêèõ íóëåâûõ êîìïîíåíò, íå âëèÿÿ íà

ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

Äàííàÿ ëåììà ãàðàíòèðóåò íåâûðîæäåííîñòü ¾ïðåäåëüíûõ¿ ìàòðèö ïðè ðå-

øåíèè íåëèíåéíîé ñèñòåìû ìåòîäîì èòåðàöèé.

Ëåììà 2. Â óñëîâèÿõ ëåììû 1 ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

A(x)x = f

åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x è y äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ ñèñòåìû. �àññìîòðèì

ðàçíîñòü

A(x)x� A(y)y = 0:

Äëÿ ëèíåéíîé ÷àñòè ìàòðèöû B ìîæíî ñðàçó çàïèñàòü

B(x� y) = 0:

Ïîêàæåì, ÷òî íåëèíåéíóþ ÷àñòü ìàòðèöû A ìîæíî ïðèâåñòè (àíàëîãè÷íî ïðå-

äûäóùåé ëåììå) ê âèäó

C

(x�y)

(x� y) = 0:
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):

Â èòîãå ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

A(x� y)(x� y) = 0:

Åñëè âñå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ x è y ðàçëè÷íû, òî ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåâû-

ðîæäåííîñòè ìàòðèöû A(x � y). Åñëè æå òîëüêî ÷àñòü êîìïîíåíò âåêòîðîâ x

è y ñîâïàäàåò, òî ìû îïÿòü ïîëó÷èì íåòðèâèàëüíîå òå÷åíèå â ñèñòåìå òðóá ñ

èçìåíåííûìè ïî âåëè÷èíå, íî íå ïî çíàêàì êîý��èöèåíòàìè ñîïðîòèâëåíèÿ

ïðè çàäàííîì íóëåâîì íàïîðå.
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Çàìå÷àíèå 1. Â äåéñòâèòåëüíîñòè óñëîâèå íåðàâåíñòâà íóëþ êîìïîíåíò ðå-

øåíèÿ äîëæíî áûòü óñèëåíî, ò.ê. ñèëüíî ðàçëè÷àþùèåñÿ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû

ñòðîêè ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ïðî-

ìåæóòî÷íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì (â èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðå) ðàñòåò è ðåøåíèå

íà÷èíàåò ñèëüíî çàâèñåòü îò âîçìóùåíèé ïðàâîé ÷àñòè è îò âîçìóùåíèé êîý�-

�èöèåíòîâ ñîïðîòèâëåíèÿ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîíèìàòü �îðìàëüíóþ ëåììó 2 êàê òåîðåìó åäèíñòâåí-

íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ãèäðàâëèêè íåïðàâîìåðíî. Íî êàê ïîêàçàëè ÷èñëåííûå

ýêñïåðèìåíòû ðàçëè÷èå ðàñõîäîâ íà äâà, à ìîæåò áûòü è íà òðè ïîðÿäêà, äëÿ

ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêîâ ãèäðîñåòè âïîëíå ïðèåìëåìî ñ òî÷êè çðåíèÿ óñòîé÷èâîñòè

ðåøåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì, ãäå ñòåïåíü ìàëîñòè îïðåäåëÿ-

åòñÿ âîçìîæíûìè âàðèàöèÿìè íàïîðíî-ðàñõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê íàñîñîâ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ è â áîëåå îáùåì ñëó-

÷àå.

Òåîðåìà 1. �åøåíèå ñèñòåìû

A(x)x = f;

ãäå íåëèíåéíîñòü èìååò âèä j x

�

i

j x

i

, åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó è òðèâèàëüíî.

Ó÷èòûâàåòñÿ ìîíîòîííîñòü �óíêöèè ïðîèçâåäåíèÿ ìîäóëÿ àðãóìåíòà â ïðîèç-

âîëüíîé ñòåïåíè íà àðãóìåíò, ÷òî ïîçâîëÿåò â ïóíêòå 1 îïÿòü ïîëó÷èòü âûðà-

æåíèå

C

(x�y)

(x� y) = 0:

Ïåðåéäåì ê êîíñòðóêòèâíîé ÷àñòè è ðàññìîòðèì ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïðèáëèæåíèé ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå óðàâíåíèé.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå êàê ïðåäåë èòåðàöèé âèäà

A(aX

i�1

+ bX

i�2

)X

i

= H: (3)

Íèæíèé èíäåêñ çäåñü îáîçíà÷àåò ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûå íà

i-ì, (i� 1)-ì, (i� 2)-ì øàãàõ. Ïðè âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ ìàòðèöû À èñ-

ïîëüçóþòñÿ âåêòîðû ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, óæå ïîëó÷åííûå íà ïðåäûäóùèõ

øàãàõ. Ñóììà êîý��èöèåíòîâ a+ b = 1.

Ñëåäóåò ïîÿñíèòü âûáîð äàííîãî âèäà èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû.

Åñëè íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ëåæèò âáëèçè ðåøåíèÿ çàäà÷è, òî çàìåíÿÿ

ïðîèçâåäåíèÿ âèäà: (ìîäóëü êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ) � (êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ) íà

êâàäðàòû êîìïîíåíò ñ ðàññòàâëåííûìè çíàêàìè, îòâå÷àþùèìè íàïðàâëåíèþ

äâèæåíèÿ ïîòîêà â êàæäîé òðóáå, ìû, êàçàëîñü áû, ìîæåì ïðèìåíèòü ìåòîä

Íüþòîíà ê ïîëó÷åííîé ñèñòåìå è äîâîëüíî áûñòðî âû÷èñëèòü ðåøåíèå ñêîëü

óãîäíî òî÷íî.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2001. Âûï. 7. 83

Ê ñîæàëåíèþ, êàê ïîêàçàëè ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé

ñ ìàòðèöàìè, ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ ïðåâîñõîäèò 300�400, íà÷àëüíîå ïðèáëèæå-

íèå äîëæíî ëåæàòü íàñòîëüêî áëèçêî ê ðåøåíèþ, ÷òî ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

àëãîðèòìà òåðÿåòñÿ, ïîñêîëüêó òåõíè÷åñêèå òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè íà ïîðÿäêè

ñëàáåå, ÷åì òðåáîâàíèÿ ìåòîäà Íüþòîíà.

Îáðàòèìñÿ ê ïðîñòåéøåìó âèäó ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ê

ñëó÷àþ, êîãäà â (3) a âûáðàíî ðàâíûì åäèíèöå:

A(X

i�1

)X

i

= H; (4)

è ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

A(X

i�2

)X

i�1

� A(X

i�1

)X

i

: (5)

Îáðàòèìñÿ ê íåëèíåéíîé ÷àñòè îïåðàòîðà, âåðíåå ê âêëàäó â êîìïîíåíòó

ðàçíîñòè

Æ

kj

= IX

kj

i�2

IX

kj

i�1

� IX

kj

i�1

IX

kj

i

: (6)

Äàëåå ìû áóäåì îïóñêàòü ïàðíûé èíäåêñ kj. Ïðåäñòàâèì Æ â âèäå

Æ = (IX

i�1

I + �)X

i�1

� (IX

i

I + 
)X

i

: (7)

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ïðèáëèæåíèÿ X

i

ñõîäÿòñÿ, òî Æ è ñîîòâåòñòâåííî �, 


ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êîëåáàíèÿ � è 
 â çàâèñèìîñòè îò èòåðàöèé

ìîãóò áûòü íàñòîëüêî âåëèêè, ÷òî ñëåäóþùèå äðóã çà äðóãîì çíà÷åíèÿ X

i

è

X

i�1

áóäóò èìåòü ðàçíûå çíàêè. Äîïóñòèì, ÷òî, âñå-òàêè, çíàêè ïðèáëèæåíèé

îäèíàêîâû. Òîãäà

Æ = (IX

i�2

I � IX

i

I)X

i�1

(8)

è

Æ = (IX

i�1

I � IX

i

I)(X

i�1

+X

i

) + �X

i�1

+ 
X

i

;

÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä îá îãðàíè÷åííîñòè � è 
 ðàçíîñòüþ ìîäóëåé ïî-

ñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé:

(IX

i�2

I � IX

i�1

I)X

i�1

� (IX

i�1

I � IX

i

I)X

i

= �X

i�1

� 
X

i

: (9)

Äëÿ ñðàâíåíèÿ, â êâàäðàòè÷íîì ñëó÷àå, êîãäà ïðîöåäóðà Íüþòîíà ïðèìå-

íÿåòñÿ ê ñèñòåìå êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé, Æ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

Æ = (X

i�2

�X

i

)X

i�1

; (10)

÷òî ìîæåò ïðèâåñòè (è, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäèò) ê íåîãðàíè÷åííîìó ðîñòó Æ.

Îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûé ñëó÷àé ñ a = 1 è åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ìåòîä

Íüþòîíà ñ ïîëîâèííûì øàãîì îò ñòàíäàðòíîãî, è ðàñõîäèìîñòü ìåòîäà ïîñëåäî-

âàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé îçíà÷àåò, ÷òî ïðèáëèæåíèÿ áûñòðî âûõîäÿò èç îáëàñòè

ïðèòÿæåíèÿ ðåøåíèÿ.
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Âàðèàöèè a è b, à â ñëó÷àå ñòåïåíè � íå ðàâíîé åäèíèöå, âàðèàöèè è áîëü-

øåãî ÷èñëà èíåðöèîííûõ ñëàãàåìûõ, ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ïðèáëèæåíèé ê åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ (a è b, ãàðàíòèðóþùèå

ñîõðàíåíèå çíàêà ïðè èòåðàöèÿõ). Ïðèâíåñåíèå ¾èíåðöèè¿ ìîæíî òàêæå òðàê-

òîâàòü êàê îòñòðîéêó îò òî÷åê ñãóùåíèÿ ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà, íå ÿâëÿþùèõñÿ

ðåøåíèÿìè çàäà÷è.

Äàííûå ýâðèñòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ ïîëó÷èëè ïîëíîå ïîäòâåðæäåíèå â ðå-

çóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ìíîãî÷èñëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ è â ïðî-

öåññå ðàáî÷åé ýêñïëóàòàöèè ïðîãðàìì ðàñ÷åòà òåïëîâûõ ñåòåé. Íàèëó÷øàÿ ñêî-

ðîñòü ñõîäèìîñòè íàáëþäàåòñÿ ïðè âûáîðå a = 0; 7; b = 0; 3, à ïðè a = 1 â

áîëüøåé ÷àñòè ñëó÷àåâ îòñóòñòâóåò ñõîäèìîñòü (ïðè îãðàíè÷åííîñòè íîðìû ðå-

øåíèÿ). Â ñëó÷àå � 6= 1 îáû÷íî òðåáóåòñÿ ïðèâëå÷åíèå óæå òðåõ ñëàãàåìûõ.

Ñêîðîñòü óáûâàíèÿ îøèáêè îáû÷íàÿ äëÿ ìåòîäà Íüþòîíà: çà èòåðàöèþ

îøèáêà â ñðåäíåì óáûâàåò íà ïîðÿäîê.
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