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In this article the dynamic approach to the cluster-analyze problems is sug-

gested. Algorithm which based on the gravitational laws is used to look for

clusters.

�°¨ °¥¸¥­¨¨ § ¤ · ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ­ ¡«¾¤¥­¨© ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ¢§ ¨¬®-

±¢¿§¨ ¡®«¼¸®£® ·¨±«  ¯°¨§­ ª®¢. �¢¥«¨·¥­¨¥ ° §¬¥°­®±²¨ ¨, ª ª ±«¥¤±²¢¨¥,

¯®²¥°¿ ®¡®§°¨¬®±²¨ °¥§³«¼² ²®¢ ¯°¨¢®¤¿² ª § ¤ · ¬, ²°¥¡³¾¹¨¬ ±¢¥¤¥­¨¿

¬­®¦¥±²¢  µ ° ª²¥°¨±²¨ª ª ­¥¡®«¼¸®¬³ °¿¤³ ®¡®¡¹ ¾¹¨µ ¨²®£®¢. �¡º¥¤¨-

­¥­¨¥ ¯°¨§­ ª®¢ ¨ § ¬¥­  ¨µ ®¤­¨¬, ¨±ª³±±²¢¥­­® ¯®±²°®¥­­»¬ ­  ¨µ ®±­®¢¥,

«¥£«® ¢ ®±­®¢³ ² ª®£® ­ ¯° ¢«¥­¨¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¨, ª ª ¬­®£®¬¥°-

­»©  ­ «¨§. � ¨¡®«¥¥ §­ ·¨¬»¬¨ ¥£® ° §¤¥« ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ª« ±²¥°­»©  ­ «¨§

(ª« ±±¨´¨ª ¶¨¿ ®¡º¥ª²®¢) ¨ ´ ª²®°­»©  ­ «¨§ (¨±±«¥¤®¢ ­¨¥ ±¢¿§¥©).

� ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¯®¤ ª« ±²¥°­»¬  ­ «¨§®¬ ¯®­¨¬ ¥²±¿ ¬¥²®¤®«®£¨¿ ¯°®¢¥-

¤¥­¨¿ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ­¥®¤­®°®¤­»µ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨µ ±®¢®ª³¯­®±²¥©.

�³±²¼ ¬­®¦¥±²¢® I = fI

1

; : : : ; I

N

g ®¡®§­ · ¥² N ®¡º¥ª²®¢, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨µ

®¤­®¬³ ª« ±±³ �, C = fC

1

; : : : ; C

k

g { ¬­®¦¥±²¢® ­ ¡«¾¤ ¥¬»µ ¯®ª § ²¥«¥© ¨«¨

µ ° ª²¥°¨±²¨ª, ª®²®°»¬¨ ®¡« ¤ ¥² ª ¦¤»© ½«¥¬¥­² ¨§ I. � ° ª²¥°¨±²¨ª¨ C

j

,

j = 1; : : : ; k, ª ª ¯° ¢¨«®, ¿¢«¿¾²±¿ ª®«¨·¥±²¢¥­­»¬¨ ¨ ­ §»¢ ¾²±¿ ¨§¬¥°¥-

­¨¿¬¨. �³±²¼ r

ij

{ °¥§³«¼² ² ¨§¬¥°¥­¨¿ j-© µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ®¡º¥ª²  I

i

, ²®£¤ 

~r

i

= [r

ij

] { ¢¥ª²®° ¨§¬¥°¥­¨© ¤«¿ i-£® ®¡º¥ª² . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ¬­®¦¥-

±²¢  ®¡º¥ª²®¢ I ¨¬¥¥²±¿ ¬­®¦¥±²¢® ¢¥ª²®°®¢ ¨§¬¥°¥­¨© R = f~r

1

; : : : ; ~r

N

g. �²®

¬­®¦¥±²¢® ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥­® ª ª N ²®·¥ª ¢ k-¬¥°­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®-

±²° ­±²¢¥ R

k

.

� ¤ ·  ª« ±²¥°­®£®  ­ «¨§  § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ²®¬, ·²®¡» ­  ®±­®¢¥ ¤ ­­»µ,

±®¤¥°¦ ¹¨µ±¿ ¢ ¬­®¦¥±²¢¥ R, ° §¡¨²¼ ¬­®¦¥±²¢® ®¡º¥ª²®¢ I ­  s, s < N ª« -

±²¥°®¢ (¯®¤¬­®¦¥±²¢) �

1

; : : : ; �

s

, ² ª, ·²®¡» 8j 2 [1; : : : ; N ] 9! d 2 [1; : : : ; s]:

I

i

� �

d

¨ ·²®¡» ®¡º¥ª²», ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨¥ ®¤­®¬³ ª« ±²¥°³, ¡»«¨ À±µ®¤­»¬¨Á

¨«¨ À®¤­®°®¤­»¬¨Á,   ° §­»¬ ª« ±²¥° ¬ { À° §­®°®¤­»¬¨Á [2]. � «¥¥ ­¥®¡-

µ®¤¨¬® ª®«¨·¥±²¢¥­­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯®­¿²¨¿ À±µ®¤±²¢ Á ¨ À° §­®°®¤­®±²¨Á. �«¿
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½²®© ¶¥«¨ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ´³­ª¶¨¿ ° ±±²®¿­¨¿ ¨«¨ ¬¥²°¨ª  [2, 6]. � ª¨¬ ®¡° -

§®¬, § ¤ ·  ª« ±²¥°¨§ ¶¨¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¯°®¡«¥¬³ ¢»¤¥«¥­¨¿ ®¤­®°®¤-

­»µ £°³¯¯ ®¡º¥ª²®¢. �³¹¥±²¢³¥² ­¥±ª®«¼ª® ¯®¤µ®¤®¢ ª ¥¥ °¥¸¥­¨¾ [6]:

1. �¥°®¿²­®±²­®-±² ²¨±²¨·¥±ª¨© ¯®¤µ®¤ { ¢»¤¥«¥­¨¥ £°³¯¯, ª ¦¤ ¿ ¨§ ª®-

²®°»µ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² °¥ «¨§ ¶¨¾ ­¥ª®²®°®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­».

2. � °¨ ¶¨®­­»© ¯®¤µ®¤ { ° §¤¥«¥­¨¥ ±®¢®ª³¯­®±²¨ ¯® ­¥ª®²®°®¬³ ¯°¨-

§­ ª³ ­  £°³¯¯» ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ®¯°¥¤¥«¥­­»¬¨ ¨­²¥°¢ « ¬¨.

3. �²°³ª²³°­»© ¯®¤µ®¤ (¤ «¥¥, ±®£« ±­® [6], ¯®¤ ª« ±²¥°­»¬  ­ «¨§®¬ ¡³-

¤¥¬ ¯®­¨¬ ²¼ ¨¬¥­­® ½²® ­ ¯° ¢«¥­¨¥) { ¢»¤¥«¥­¨¥ ª®¬¯ ª²­»µ £°³¯¯ ®¡º¥ª-

²®¢, ³¤ «¥­­»µ ¤°³£ ®² ¤°³£ ,   ² ª¦¥ ¯®¨±ª À¥±²¥±²¢¥­­®£® ° §¡¨¥­¨¿Á ±®¢®-

ª³¯­®±²¨ ­  ®¡« ±²¨ ±ª®¯«¥­¨¿ ®¡º¥ª²®¢ (¢¨§³ «¨§ ¶¨¿ ¤ ­­»µ). �²®² ¯®¤µ®¤

¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¤«¿ ¤¢³µ ¢¨¤®¢ ¨±µ®¤­»µ ¤ ­­»µ: ¬ ²°¨¶ ¡«¨§®±²¨ ¨«¨ ° ±±²®¿-

­¨¿ ¬¥¦¤³ ®¡º¥ª² ¬¨ ¨ ®¡º¥ª²®¢, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¨µ ²®·ª¨ ¢ ¬­®£®¬¥°­®¬ ¯°®-

±²° ­±²¢¥.

�¥²®¤» °¥¸¥­¨¿ § ¤ · ª« ±²¥°­®£®  ­ «¨§  [2, 3, 5, 6] ¯®¤° §¤¥«¿¾²±¿ ­ 

²°¨ £°³¯¯» [6]:

1. �°®¶¥¤³°» ¯°¿¬®© ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ (½¢°¨±²¨·¥±ª¨© ¯®¤µ®¤) { ¢»¤¥«¥­¨¥

ª« ±²¥°®¢ ± § ° ­¥¥ § ¤ ­­»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ (­ ¯°¨¬¥°, ±°¥¤­¥¥ ¬¥¦²®·¥·­®¥

° ±±²®¿­¨¥ ¢­³²°¨ ª« ±²¥°  ¬¥­¼¸¥ ±°¥¤­¥£® ° ±±²®¿­¨¿ ®² ¤ ­­»µ ²®·¥ª ¤®

®±² «¼­»µ). �¬¥¥²±¿ ­ ¡®° ®¯°¥¤¥«¥­¨© ª« ±²¥° . �±ª®¬®¥ ° §¡¨¥­¨¥ § ¢¨±¨²

®² ¢»¡®°  ª®­ª°¥²­®£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿. � ° ¬ª µ ½²®£® ­ ¯° ¢«¥­¨¿ ° §¢¨¢ -

¾²±¿ ¨¥° °µ¨·¥±ª¨¥ ¯°®¶¥¤³°»,  «£®°¨²¬» ¤¨ £®­ «¨§ ¶¨¨, ½² «®­­»¥ ¯°®-

¶¥¤³°» [6] ¨ ¤°.

2. �¯²¨¬¨§ ¶¨®­­®¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ { °¥¸¥­¨¥¬ § ¤ ·¨ ¿¢«¿¥²±¿ ° §¡¨¥­¨¥,

³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ­¥ª®²®°®¬³ ª°¨²¥°¨¾ ®¯²¨¬ «¼­®±²¨. �²®² ª°¨²¥°¨© ¯°¥¤-

±² ¢«¿¥² ±®¡®© ´³­ª¶¨®­ «, ­ §»¢ ¥¬»© ¶¥«¥¢®© ´³­ª¶¨¥©. �°¨¬¥°®¬ ² ª®£®

´³­ª¶¨®­ «  ¿¢«¿¥²±¿ ¢­³²°¨£°³¯¯®¢ ¿ ±³¬¬  ª¢ ¤° ²®¢ ®²ª«®­¥­¨© [2].

3. �¯¯°®ª±¨¬ ¶¨®­­»¥ ¬¥²®¤» { ®²­®¸¥­¨¿, § ¤ ­­»¥ ¢ ¨±µ®¤­»µ ¤ ­­»µ,

²°¥¡³¥²±¿ ­ ¨«³·¸¨¬ ®¡° §®¬  ¯¯°®ª±¨¬¨°®¢ ²¼ ®²­®¸¥­¨¥¬, ®²¢¥· ¾¹¨¬

²°¥¡®¢ ­¨¾ ® ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨.

�°¥¤¨ ¬¥²®¤®¢ ¯°¿¬®© ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ¬®¦­® ¢»¤¥«¨²¼ ¯®¤ª« ±±  «£®°¨²-

¬®¢, ¢ ª®²®°»µ ¢­ · «¥ § ¤ ¥²±¿ ·¨±«® ª« ±²¥°®¢,   § ²¥¬ ¯°®¨±µ®¤¨² ° §¤¥-

«¥­¨¥ ®¡º¥ª²®¢ [6]. �¥¬ ± ¬»¬ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ ª« ±²¥°¨§ ¶¨¨ ° §¡¨¢ ¥²±¿ ­ 

¤¢  ½² ¯ :

1) ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ·¨±«  ª« ±²¥°®¢;

2) ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ®¡º¥ª²®¢ ¬¥¦¤³ ª« ±²¥° ¬¨.

� § ¤ · µ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¯°¨°®¤» ª ª ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ

®¡º¥ª²®¢, ² ª ¨ ­ ¡«¾¤ ¥¬»µ ¯®ª § ²¥«¥©, ¯°®¡«¥¬  ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ·¨±«  ª« -

±²¥°®¢ ¬®¦¥² ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ®²¤¥«¼­»© ¨­²¥°¥±.

�«¿ ¥¥ °¥¸¥­¨¿ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ À£° ¢¨² ¶¨®­­»©Á ¬¥²®¤, ®±­®¢ ­­»© ­  ¤¨-

­ ¬¨ª¥ ±¨±²¥¬» ²®·¥ª ¢ k-¬¥°­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥, ª®®°¤¨­ ²» ª®-

²®°»µ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¢¥ª²®° ¬¨ ¨§¬¥°¥­¨© ~r

i

, i = 1; : : : ; N . �°¨ ½²®¬ ¢ ª ·¥-

±²¢¥ ¬¥°» ¡«¨§®±²¨ ¨«¨ ®¤­®°®¤­®±²¨ ®¡º¥ª²®¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¥¢ª«¨¤®¢ 
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� ¶¥«®¬, ±² ­¤ °²­»¥ ¬¥²®¤» ª« ±²¥°¨§ ¶¨¨ µ ° ª²¥°¨§³¾²±¿ ²¥¬, ·²®



� ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°» ¨ ¬®¤¥«¨°®¢ ­¨¥. 2000. �»¯. 5. 135

¬­®¦¥±²¢® ¤ ­­»µ, ¯®«³·¥­­®¥ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ­ ¡«¾¤¥­¨©, ±² ²¨·­®. �³¹¥±²¢³¾²

 «£®°¨²¬», ¢ ª®²®°»µ ¤¨­ ¬¨·¥±ª¨ ¬¥­¿¥²±¿ ¯®«®¦¥­¨¥ ª« ±²¥°  ( «£®°¨²¬

½² «®­­®£® ²¨¯  À�®°½«¼-1Á, ½¢°¨±²¨·¥±ª¨¥ ¯°¨¥¬» ¯¥°¥¬¥¹¥­¨¿ ®¡º¥ª²®¢ ¢

¨±µ®¤­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ [6] ¨ ¤°.). �ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¯°¨¢­¥±¥­¨¥ ¤¨­ ¬¨ª¨ ¢

±¨±²¥¬³ ¨±µ®¤­»µ ¤ ­­»µ ² ª¦¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«¥§­»¬ ª ª ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨

·¨±«  ª« ±²¥°®¢, ² ª ¨ ¯°¨ ¯®±«¥¤³¾¹¥© £°³¯¯¨°®¢ª¥ ®¡º¥ª²®¢.

�°¥¤« £ ¥¬»© ¬¥²®¤ ª« ±²¥°¨§ ¶¨¨ ®±­®¢ ­ ­   ­ «®£¨¿µ ± § ¤ ·¥© N

²¥« [7], ¨§¢¥±²­®© ¨§ ¬¥µ ­¨ª¨, ·²® ¯®±«³¦¨«® ¯°¨·¨­®© ¢»¡®°  ­ §¢ ­¨¿ -

À£° ¢¨² ¶¨®­­»©Á. � ¬¥²®¤¥ ² ª¦¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ ª®®°¤¨­ ² k-

¬¥°­®£® ¢¥ª²®° , ­ §¢ ­­®¥ À®²° ¦¥­¨¥¬Á, ª®²®°®¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©  ­ «®£

®¯¥° ²®°  °¥ª®¬¡¨­ ¶¨¨ ¢ ½¢®«¾¶¨®­­»µ  «£®°¨²¬ µ ®¯²¨¬¨§ ¶¨¨ [9].

� £ 0: �³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¬­®¦¥±²¢® ¢¥ª²®°®¢ ¨§¬¥°¥­¨© ~r

i

, i =

1; : : : ; N ª ª ±¨±²¥¬³ ¬ ²¥°¨ «¼­»µ ²®·¥ª ± ° ¢­»¬¨ ¬ ±± ¬¨ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥

R

k

, ° ±¯°¥¤¥«¥­­»µ ¢­³²°¨ ­¥ª®²®°®£® k-¬¥°­®£® £¨¯¥°ª³¡ . �³±²¼ n { ­®¬¥°

¨²¥° ¶¨¨, n := 0.

� £ 1: �°®¨±µ®¤¨² ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ¬ ²¥°¨ «¼­»µ ²®·¥ª ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬

£° ¢¨² ¶¨®­­»µ ±¨« ­  ®±­®¢¥ § ª®­  ²¿£®²¥­¨¿ (§ ¤ ·  N ²¥«). �²°®¨²±¿

¬®¤¥«¼ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ · ±²¨¶ ¡¥§ ±²®«ª­®¢¥­¨©. �±¯®«¼§³¿ ° §­®±²­³¾ ±µ¥¬³

À± ¯¥°¥¸ £¨¢ ­¨¥¬Á, ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¯¥°¥µ®¤ ®² ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ³° ¢­¥­¨©

ª ª®­¥·­®-° §­®±²­®©  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ ¯°®¨§¢®¤­»µ [7].

�«£®°¨²¬ ®±­®¢ ­ «¨¸¼ ­   ­ «®£¨¿µ ± °¥ «¼­»¬¨ ¯°®¶¥±± ¬¨. �°¨ ½²®¬

®¡¿§ ²¥«¼­»¬ ²°¥¡®¢ ­¨¥¬ ®±² ¥²±¿ ¯°¿¬ ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ±¨«» ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿

¬¥¦¤³ · ±²¨¶ ¬¨ ®² ¨µ ¬ ±±». �¡° ²­ ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ½²®© ±¨«» ®² ±²¥¯¥­¨

° ±±²®¿­¨¿ ¬®¦¥² ¢ °¼¨°®¢ ²¼±¿, ·²® ¯°¨¢®¤¨² ª ° §«¨·­»¬ °¥ «¨§ ¶¨¿¬

¯°¥¤« £ ¥¬®£® ¬¥²®¤  (¢ ª« ±±¨·¥±ª®© ¬¥µ ­¨ª¥ ±¨«  ¢§ ¨¬­®£® ¯°¨²¿¦¥­¨¿

®¡° ²­® ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­  ° ±±²®¿­¨¾ ¬¥¦¤³ · ±²¨¶ ¬¨, ¢®§¢¥¤¥­­®¬³ ¢ ±²¥-

¯¥­¼ (k�1), £¤¥ k > 2 { ° §¬¥°­®±²¼ ¯°®±²° ­±²¢ ). �¢®¤¨²±¿ °¿¤ ®£° ­¨·¥­¨©.

�®-¯¥°¢»µ, ¯°¨ ¢»·¨±«¥­¨¨ ª®®°¤¨­ ² ¡¥°¥²±¿ ±°¥¤­¥¥ §­ ·¥­¨¥ ±ª®°®±²¨ § 

¯®±«¥¤­¨¥ ¤¢  ¸ £  ¯® ¢°¥¬¥­¨, ¢®-¢²®°»µ, ­ · «¼­»¥ ±ª®°®±²¨ · ±²¨¶ ° ¢­»

­³«¾, ¨ ½²® ³±«®¢¨¥ ±®µ° ­¿¥²±¿ ­  ª ¦¤®¬ ¸ £¥, ²¥¬ ± ¬»¬ ±ª®°®±²¨ ­¥ ­ ª ¯-

«¨¢ ¾²±¿ [4]. �ª®­· ²¥«¼­®, ®¯¨° ¿±¼ ­  § ª®­» ¤¢¨¦¥­¨¿ �¼¾²®­ , ´®°¬³«»

° ±·¥²  ª®®°¤¨­ ² ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾¹¨µ · ±²¨¶ ¯°¨ ° ¡®²¥  «£®°¨²¬  ¯°¨­¨-

¬ ¾² ¢¨¤ [4, 7]:
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� ±²° ¨¢ ¥¬»¬¨ ¯ ° ¬¥²° ¬¨  «£®°¨²¬  ¿¢«¿¾²±¿:

1) À¸ £ ¯® ¢°¥¬¥­¨Á �

n

i

;

2) ° ¤¨³± ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ R

1

, ª®²®°»© «¨¡® § ¤ ¥²±¿ ­  ®±­®¢¥ ­¥ª®²®°»µ

½¢°¨±²¨·¥±ª¨µ ±®®¡° ¦¥­¨©, «¨¡® § ¢¨±¨² ®² ° §¬¥°­®±²¨ ¯°®±²° ­±²¢  ¨ ·¨-

±«  ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾¹¨µ ¬ ²¥°¨ «¼­»µ ²®·¥ª [4]. � ¦¤ ¿ ²®·ª  ~r

n

i

¢§ ¨¬®-

¤¥©±²¢³¥² «¨¸¼ ± ²¥¬¨ ²®·ª ¬¨ ~r

n
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, ª®²®°»¥ ¯®¯ «¨ ¢ ±´¥°³ ± ¶¥­²°®¬ ¢ ~r

n
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° ¤¨³±  R

1

;

3) k

1

2 [1; : : : ; k].
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� £ 2: (k � 2) À�²° ¦¥­¨¥Á ¢ ª®®°¤¨­ ²­®© ¯«®±ª®±²¨ Oxy: x-ª®®°¤¨­ ² 

²®·ª¨ ¢»·¨±«¿¥²±¿ ·¥°¥§ y-ª®®°¤¨­ ²» À±®±¥¤¥©Á. �±¼ Ox ¢»¡¨° ¥²±¿ ±«³· ©-

­»¬ ®¡° §®¬ ¨§ k ª®®°¤¨­ ²­»µ ®±¥© ¨±¯®«¼§³¥¬®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ², ®±¼

Oy § ¤ ¥²±¿  ­ «®£¨·­®. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢»¡®° ¯«®±ª®±²¨ À®²° ¦¥­¨¿Á ¯°®¨±-

µ®¤¨² ¯® ±µ¥¬¥ �¥°­³««¨ ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ³±¯¥µ  p

cross

=

1

k(k�1)
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:

� ª ¨ ­  ¸ £¥ 1, ­ ±²° ¨¢ ¥¬»¬¨ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ �

n

i

, ° ¤¨³± ¢§ ¨¬®-

¤¥©±²¢¨¿ R

2

¨ k

2

2 [1; 2].

� £ 3: n := n+ 1. �¥°¥µ®¤ ­  ¸ £ 1. � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¢ ª ·¥±²¢¥ ª°¨²¥°¨¿

®±² ­®¢ª¨ § ¤ ¥²±¿ ·¨±«® ¨²¥° ¶¨©.

�®£« ±­® ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ¬¥²®¤®¢ ª« ±²¥°­®£®  ­ «¨§ , ¯°¨¢¥¤¥­­®© ¢ [6],

®±­®¢­»¬¨ ®²«¨·¨²¥«¼­»¬¨ ·¥°² ¬¨ ¯°¥¤«®¦¥­­®£® ¬¥²®¤  ¿¢«¿¾²±¿:

{ ¯® µ ° ª²¥°³ ®²­®¸¥­¨¿, ª®²®°®¥ ®²»±ª¨¢ ¥²±¿ ª ª °¥§³«¼² ² ª« ±²¥°¨-

§ ¶¨¨: ¬¥²®¤ ±²°®¨² ° §¡¨¥­¨¥ ± ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¬¨±¿ ª« ±²¥° ¬¨;

{ ¯® ±²¥¯¥­¨ ³· ±²¨¿ ·¥«®¢¥ª  ¢ ¯°®¶¥¤³°¥ ¢»¤¥«¥­¨¿ ª« ±²¥°®¢: ·¥«®¢¥ª

³· ±²¢³¥² ¢ ¯°®¶¥±±¥ ¯®±²°®¥­¨¿ ° §¡¨¥­¨¿;

{ ¯® ®¡º¥¬³ ­¥®¡µ®¤¨¬»µ  ¯°¨®°­»µ ±¢¥¤¥­¨© ¤«¿ ° ¡®²»  «£®°¨²¬  (§ -

¤ ­¨¥ ¯ ° ¬¥²°®¢): ·¨±«® ª« ±²¥°®¢ ­¥¨§¢¥±²­®, ­® § ¤ ­® ¯®°®£®¢®¥ §­ ·¥­¨¥

¢¥«¨·¨­» ¡«¨§®±²¨ (° ¤¨³± ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿).

� ¯°®£° ¬¬­®© °¥ «¨§ ¶¨¨ £° ¢¨² ¶¨®­­®£® ¬¥²®¤  ª ¦¤ ¿ ²®·ª  ­ ¤¥«¿-

¥²±¿ ¬ ±±®©, ° ¢­®© ¥¤¨­¨¶¥ (m

i

� 1). � ¦­»¬ ¯ ° ¬¥²°®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ° ¤¨³±

¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿. �±²¥±²¢¥­­® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ¥£® ¢¥«¨·¨­  ¤®«¦­  ¡»²¼

¬ «  ¢ ±° ¢­¥­¨¨ ± «¨­¥©­»¬¨ ° §¬¥° ¬¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ®¡« ±²¨, �

n

i

¨ �

n

i

­¥

§ ¢¨±¿² ­¨ ®² ­®¬¥°  ¨²¥° ¶¨¨, ­¨ ®² ¢¥ª²®°  ±®±²®¿­¨¿ ¨ ° ¢­» ª®­±² ­² ¬.

�²¥¯¥­¨ ° ±±²®¿­¨¿ k

1

, k

2

¢»¡¨° ¾²±¿ ° ¢­»¬¨ ¤¢³¬ ­¥§ ¢¨±¨¬® ®² ° §¬¥°-

­®±²¨ § ¤ ·¨.

�¨±. 1. � §¬¥°­®±²¼ ¯°®±²° ­±²¢  = 20, ·¨±«® ²®·¥ª = 300

�¥°¢»© ½² ¯ ²¥±²¨°®¢ ­¨¿  «£®°¨²¬  ¯°®µ®¤¨« ­  ¢»¡®°ª µ ± ¯®ª®®°¤¨-

­ ²­»¬ ­®°¬ «¼­»¬ § ª®­®¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ [8]. �  °¨±³­ª µ 1, 2, 3 ¯°¥¤-

±² ¢«¥­» ­ · «¼­»¥ (±«¥¢ ) ¨ ª®­¥·­»¥ (±¯° ¢ ) ª®­´¨£³° ¶¨¨. � ±¨«³ ²®£®,
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�¨±. 2. � §¬¥°­®±²¼ ¯°®±²° ­±²¢  = 10, ·¨±«® ²®·¥ª = 300

�¨±. 3. � §¬¥°­®±²¼ ¯°®±²° ­±²¢  = 6, ·¨±«® ²®·¥ª = 500

·²® ª®®°¤¨­ ²» ²®·¥ª ¨¬¥¾² ­¥§ ¢¨±¨¬®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥, °¥§³«¼² ²» ° ±·¥-

²®¢ ¯°¨¢¥¤¥­» ¤«¿ ®¤­®© ª®®°¤¨­ ²­®© ¯«®±ª®±²¨. �±¯®«¼§®¢ «®±¼ ­¥±ª®«¼ª®

¢»¡®°®ª (°¨±. 1 { ¤¢¥, °¨±. 2, 3 { ²°¨), ®²«¨· ¾¹¨µ±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£  ¬ ²¥¬ -

²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ­¨¥¬ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¥©. �¨±«® ¯®«³·¥­­»µ ª« ±²¥°®¢ ±®¢¯ ¤ ¥² ±

¨±µ®¤­»¬¨ ¤ ­­»¬¨,   ¶¥­²°» ®¡« ±²¥© ±ª®¯«¥­¨¿ ²®·¥ª ±®£« ±³¾²±¿ ± ¬ ²¥-

¬ ²¨·¥±ª¨¬¨ ®¦¨¤ ­¨¿¬¨ § ¤ ­­»µ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨©.

� «¼­¥©¸ ¿  ¯°®¡ ¶¨¿  «£®°¨²¬  ¯°®¢®¤¨« ±¼ ­  ¡ §¥ ±®¶¨®«®£¨·¥±ª¨µ

¤ ­­»µ ®¡®¡¹¥­­®©  ª²¨¢­®±²¨ ¨§¡¨° ²¥«¥© ¯® ° §«¨·­»¬ ¯ ° ¬¥²° ¬ ¤«¿

£®°®¤®¢ � ¤»¬ ¨ �¬±ª [1]. � ¦¤®¬³ ¨§¡¨° ²¥«¼­®¬³ ³· ±²ª³ ®²¢¥· «  ¬ -

²¥°¨ «¼­ ¿ ²®·ª  ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥, ° §¬¥°­®±²¼ ª®²®°®£® ±®¢¯ ¤ «  ± ª®«¨-

·¥±²¢®¬ ®¶¥­®·­»µ ¯ ° ¬¥²°®¢. �¥ª²®°» ­ ¡«¾¤¥­¨© ¯°¨­ ¤«¥¦ «¨ ®²°¥§ª³

[0; 1], ¨­»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ®¡« ±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ²®·¥ª ¯°¥¤±² ¢«¿«  ±®¡®© ¥¤¨­¨·-

­»© £¨¯¥°ª³¡. �²¬¥²¨¬, ·²® ¯®¨±ª ª« ±²¥°®¢ ¯°®¨§¢®¤¨«±¿ ª ª ¤«¿ ¯®«­®£®

®¡º¥¬  ¤ ­­»µ, ² ª ¨ ¤«¿ ° §«¨·­»µ ¯°®¥ª¶¨©. � µ®¤¥ ·¨±«¥­­»µ ½ª±¯¥°¨-

¬¥­²®¢ ¯®«³·¥­» ±«¥¤³¾¹¨¥ °¥§³«¼² ²»: ¤«¿ ®¡®¨µ £®°®¤®¢ (�¬±ª { 447 ¨§-

¡¨° ²¥«¼­»µ ³· ±²ª®¢, 15 ¯ ° ¬¥²°®¢  ª²¨¢­®±²¨; � ¤»¬ { 38 ¨§¡¨° ²¥«¼­»µ

³· ±²ª®¢, 22 ¯ ° ¬¥²°   ª²¨¢­®±²¨) ¯°¨ ¤®±² ²®·­® ¬ «®¬ ¸ £¥ ¯® ¢°¥¬¥­¨

(0:005) ¨ § ¢¨±¨¬®±²¨ ° ¤¨³±  ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ®² ° §¬¥°­®±²¨ ¯°®±²° ­±²¢ 

° §¤¥«¥­¨¿ ­  ª« ±²¥°» ­¥ ­ ¡«¾¤ ¥²±¿ (°¨±. 4, 5), ª®­¥·­ ¿ ª®­´¨£³° ¶¨¿

¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ®¤¨­ ª« ±²¥° ±® ±£³¹¥­¨¥¬ ¯«®²­®±²¨ ¢ ¶¥­²°¥. � «¨·¨¥

®¤­®£® ª« ±²¥°  ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤²¢¥°¦¤ ¾¹¨¬ ´ ª²®°®¬ ®¤­®¬®¤ «¼­®±²¨ ° ±-
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�¨±. 4. � ­­»¥ ¯® �¬±ª³

�¨±. 5. � ­­»¥ ¯® � ¤»¬³

¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨±µ®¤­®© ¢»¡®°ª¨ [1].

�¥®¡µ®¤¨¬® ®²¬¥²¨²¼, ·²® ­  ¤ ­­®¬ ½² ¯¥ ° §° ¡®²ª¨ ¬¥²®¤  ®¡° ¡®²ª 

¯®«³·¥­­»µ °¥§³«¼² ²®¢ (·¨±«® ª« ±²¥°®¢, ¨µ ¢§ ¨¬­®¥ ° ±¯®«®¦¥­¨¥ ¨ ².¤.)

¯°®¢®¤¨« ±¼ ¢¨§³ «¼­®. �®¤®¡­ ¿ ¯° ª²¨ª  ¯°¨¬¥­¿¥²±¿ ­  ­ · «¼­®¬ ¸ £¥

°¥¸¥­¨¿ § ¤ · ¯°¿¬®© ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨. � °¿¤¥ ±«³· ¥¢ ¢¨§³ «¨§ ¶¨¿ ¤ ­­»µ

¯®§¢®«¿¥² ¢»¿¢¨²¼ ­¥ª®²®°»¥ °¥£³«¿°­»¥ ±²°³ª²³°» ¨ ¯®«³·¨²¼  ¯°¨®°­³¾

¨­´®°¬ ¶¨¾ ®¡ ¨¬¥¾¹¨µ±¿ ª« ±²¥° µ. �°®¬¥ ²®£®, ¤¨­ ¬¨·¥±ª¨© ¯®¤µ®¤ ª

§ ¤ ·¥ ª« ±²¥°¨§ ¶¨¨ ¤ ¥² ¢®§¬®¦­®±²¼ ¯°®±«¥¤¨²¼ ´®°¬¨°®¢ ­¨¥ ­®¢»µ ª« -

±²¥°®¢ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ½¢®«¾¶¨¨ ±¨±²¥¬», ·²® ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ¯®«¥§­»¬ ¯°¨ °¥-

¸¥­¨¨ § ¤ · ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿.
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