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In present paper the problems of three-dimensional cone visualization are

considered. In particular the behavior of 3-cone geodesics is analyzed. Besides

in the paper formulae of the Ricci and the scalar curvatures of 3-cone have

been obtained. Also the bounds of the sectional curvature are given.

�°¥µ¬¥°­®¥ ¬­®£®®¡° §¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¨­²¥°¥±­»© ®¡º¥ª² ¨±±«¥¤®-

¢ ­¨¿. �²® ±¢¿§ ­® ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£® ± ²¥¬, ·²® ¥£® ¬®¦­® À³¢¨¤¥²¼Á. �®­¥·­®, ­¥

¤«¿ ¢±¿ª®£® 3-¬­®£®®¡° §¨¿ ½²  § ¤ ·  «¥£ª® °¥¸ ¥¬ , ¢ ²®¬ ±¬»±«¥, ·²® ­¥

¢±¥£¤  ³¤ ¥²±¿ ±®§¤ ²¼ ¤®±² ²®·­® ª° ±¨¢»© §°¨²¥«¼­»© ®¡° § ¬­®£®®¡° §¨¿.

� ²¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ¥±²¼ ±«³· ¨, ª®£¤  ½²® ±¤¥« ­® ®±®¡¥­­® ¨§¿¹­®. � ¯°¨¬¥°,

�. �¥°±²®­ ¢ ° ¡®²¥ [4] ¯°¨¢®¤¨² ®¤­® ¨§ ² ª¨µ ®¯¨± ­¨© 3-²®°  ¨ 3-±´¥°». � -

²¥¬ ²¨·¥±ª¨ § ¤ ·  ¢¨§³ «¨§ ¶¨¨ ±¢®¤¨²±¿ ª ¨§³·¥­¨¾ ¯®¢¥¤¥­¨¿ £¥®¤¥§¨·¥-

±ª¨µ, ¨«¨, ¡®«¥¥ ¸¨°®ª®, ª ¨§³·¥­¨¾ £¥®¬¥²°¨¨ ¬­®£®®¡° §¨¿, ª ª «®ª «¼­®©,

² ª ¨ £«®¡ «¼­®©. �¢²®° ¤ ­­®© ±² ²¼¨ ¢§¿« ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¡º¥ª²  ² ª®£® ¨±-

±«¥¤®¢ ­¨¿ 3-ª®­³±, ¬­®£®®¡° §¨¥ ­¥ ¬¥­¥¥ ¨­²¥°¥±­®¥, ·¥¬, ±ª ¦¥¬, 3-±´¥° .

� 3-ª®­³±¥, ­ ¯°¨¬¥°, ±³¹¥±²¢³¾² ± ¬®¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥. �®²¿

¯®­¿²¼ ½²® ­¥ ² ª ¯°®±²®, £«¿¤¿ ²®«¼ª® ­  ³° ¢­¥­¨¿ ¯®±«¥¤­¨µ. �® ¢ ¤ ­­®¬

±«³· ¥ ¤¥«® ®¡«¥£· ¥²±¿ ²¥¬, ·²® ¢ 3-ª®­³±¥ ¥±²¼ ±¥¬¥©±²¢® £¥®¤¥§¨·¥±ª¨µ, ª®-

²®°»¥ ¿¢«¿¾²±¿ ² ª®¢»¬¨ ¨ ­  2-ª®­³±¥, £¤¥ ¨§³· ²¼ ¨µ ¤®±² ²®·­® «¥£ª®. �

±¢¿§¨ ± ½²¨¬ ±²°³ª²³°  ¤ ­­®© ±² ²¼¨ ±«¥¤³¾¹ ¿: ¢ ¯¥°¢®© £« ¢¥ ¬» ¨±±«¥¤³¥¬

£¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥ 2-ª®­³± , ¯°¨·¥¬ ¤«¿ ½²®£® ¬» ¯®«¼§³¥¬±¿ ¤®±² ²®·­® ¯°®±²®©,

­® ³¤®¡­®© ¬®¤¥«¼¾, ± ¯®¬®¹¼¾ ª®²®°®© ¨ ¤®ª §»¢ ¥¬ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ® ± ¬®¯¥-

°¥±¥·¥­¨¨. �® ¢²®°®© £« ¢¥ ¬» £®¢®°¨¬ ® ¢¨§³ «¨§ ¶¨¨ 3-ª®­³± , ®¯¨° ¿±¼ ­ 

°¥§³«¼² ²» ¯¥°¢®© £« ¢». � § ª«¾·¨²¥«¼­®¬ ° §¤¥«¥ ¯°¨¢®¤¨²±¿  ­ «¨§ ¬¥-

²°¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ 3-ª®­³± , ¢ · ±²­®±²¨, ¢»¢®¤¿²±¿ ´®°¬³«» ±ª «¿°­®© ª°¨-

¢¨§­» ¨ ª°¨¢¨§­» �¨··¨. � ª¦¥ §¤¥±¼ ¤ ­» ®¶¥­ª¨ ±¥ª¶¨®­­®© ª°¨¢¨§­».

1. �¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥ ¤¢³¬¥°­®£® ª®­³± 

�°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ·²®¡» ¨§¡¥¦ ²¼ «¨¸­¨µ ²¥µ­¨·¥±ª¨µ ±«®¦­®±²¥©, ¡³¤¥¬ ° ±-

±¬ ²°¨¢ ²¼ ª®­³±» ¢° ¹¥­¨¿, ².¥. ª®­³±», § ¤ ­­»¥ ³° ¢­¥­¨¥¬
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­  ª®²®°®¬ ¡¥°¥²±¿ ¬¥²°¨ª  g, ¨­¤³¶¨°®¢ ­­ ¿ ¨§ R

4

. � ­­»© ¯®¤µ®¤, ª®-

­¥·­®, ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¥¤¨­±²¢¥­­® ¢®§¬®¦­»¬. � ¯°¨¬¥°, ¬®¦­® ° ±±¬®²°¥²¼ ¯®-

£°³¦¥­¨¥ 2-ª®­³±  ¢ ¬­®£®®¡° §¨¥, ¨§®¬¥²°¨·­®¥ ¯°®±²° ­±²¢³ �¨­ª®¢±ª®£®

(±¬. [2]). � ½²®¬ ±«³· ¥ ³° ¢­¥­¨¥ (2) ¯°¥¤±² ¢«¿«® ¡» ¬¥²°¨ª³ ¢ ¤ ­­®¬ ¯°®-

±²° ­±²¢¥. �® ¤«¿ ­ ¸¨µ ¶¥«¥© £®¤¨²±¿ ¨ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ­±²¢® ¢ ª ·¥±²¢¥

®¡º¥¬«¾¹¥£®.

� ª ¨§¢¥±²­®, ª®­³± (1) ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼¾, ° §¢®° ·¨¢ ¾¹¥©±¿ ­ 

¯«®±ª®±²¼, ¨ ¥£® ° §¢¥°²ª  ±³²¼ ¡¥±ª®­¥·­»© ±¥ª²®° ± ­¥ª®²®°»¬ ³£«®¬ � < 2�

¯°¨ ¢¥°¸¨­¥, ¯°¨·¥¬ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¬¥¦¤³ a ¨ � ±«¥¤³¾¹ ¿:
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�»¡¥°¥¬ ³£®« � ² ª, ·²®¡» ®­ ±®±² ¢«¿« ¶¥«³¾ · ±²¼ ®² 2�, ².¥. 2� = n�, £¤¥

n > 1 - ¶¥«®¥ ·¨±«®. �®£¤  ³° ¢­¥­¨¥ (1) ¯°¨¬¥² ¢¨¤
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� «¥¥ ¤«¿ ­ ¸¨µ ¶¥«¥© ¤®±² ²®·­® ¡³¤¥² ° ±±¬®²°¥²¼ «¨¸¼ ¢¥°µ­¾¾ ¯®«®¢¨­³

½²®£® ª®­³± . �®½²®¬³ ¢¢¥¤¥¬ ² ª®¥ ®¡®§­ ·¥­¨¥:
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�«¿ ½²®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¬» ¯®±²°®¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ¬®¤¥«¼. �®§¼¬¥¬ n ° §¢¥°-

²®ª ª®­³±  K

n

¨ ±ª«¥¨¬ ¨µ ¢¬¥±²¥ ² ª, ·²®¡» ¢ ¨²®£¥ ³ ­ ± ¯®«³·¨« ±¼ ¯°®ª®-

«®² ¿ ¯«®±ª®±²¼ R

2

0

= R

2

nf0g. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ª ¦¤®© ²®·ª¥ ª®­³±  K

n

¡³¤¥²

±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ n ²®·¥ª ¯«®±ª®±²¨ R

2

0

. �²®¦¤¥±²¢¨¢ ½²¨ n ²®·¥ª, ¬» ¨ ¯®«³-

·¨¬ À¯«®±ª³¾Á ¬®¤¥«¼ ª®­³± . � ¨¬¥­­®, ±¯° ¢¥¤«¨¢® ±«¥¤³¾¹¥¥ ° ¢¥­±²¢®:
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£¤¥ C
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- ¯®¤£°³¯¯  £°³¯¯» SO(2), ¯®°®¦¤¥­­ ¿ ¬ ²°¨¶¥©
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�¥²°³¤­® ¢¨¤¥²¼ ²®£¤ , ·²® £¥®¤¥§¨·¥±ª®© ª®­³±  ¢ ­ ¸¥© ¬®¤¥«¨ ¡³¤¥² ±«³-

¦¨²¼ ±¥¬¥©±²¢® n ¯°¿¬»µ:
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� p = 0; k = 0; :::; n� 1 (8)

�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼ ­¥±ª®«¼ª® ¯°®±²»µ ³²¢¥°¦¤¥­¨©, ª ± ¾¹¨µ±¿ 2-ª®­³± .

�²¢¥°¦¤¥­¨¥ 1. �«¿ ª ¦¤®© ²®·ª¨ ª®­³±  K

n

±³¹¥±²¢³¥² [

n�1

2

] ° §«¨·-

­»µ ± ¬®¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¢ ½²®© ²®·ª¥ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨µ.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ A - ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ²®·ª  ­  ª®­³±¥ K
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. � ­ ¸¥©

¬®¤¥«¨ ¥© ¡³¤¥² ±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ n ²®·¥ª A
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; :::; A

n

­  ¯«®±ª®±²¨ R

2

0

, «¥¦ ¹¨µ

¢ ¢¥°¸¨­ µ ¯° ¢¨«¼­®£® n-³£®«¼­¨ª  ± ¶¥­²°®¬ ¢ 0. �®§¼¬¥¬ ²®·ª³ A

1

¨ ±®¥¤¨-

­¨¬ ¥¥ ± ®±² ¢¸¨¬¨±¿ n � 1 ²®·ª ¬¨ ®²°¥§ª ¬¨ ¯°¿¬»µ. � ¬¥²¨¬ ±° §³, ·²®

¥±«¨ n - ·¥²­®, ¬» ­¥ ±¬®¦¥¬ ±®¥¤¨­¨²¼ ¯°¿¬®© ²®·ª³ A

1

± ¯°®²¨¢®¯®«®¦­®©

¥©, ².ª. 0 ¨±ª«¾·¥­ ¨§ ¯«®±ª®±²¨; ².¥. ¢ «¾¡®¬ ±«³· ¥ ¬» ¯®«³·¨¬ ·¥²­®¥ ·¨±«®

¯°¿¬»µ («¨¡® n�1, ¥±«¨ n - ­¥·¥²­®, «¨¡® n�2, ¥±«¨ n - ·¥²­®). �·¥¢¨¤­®, ½²¨

¯°¿¬»¥ ®¡° §³¾² ¯ °» ±¨¬¬¥²°¨·­»µ ®²­®±¨²¥«¼­® ®¡° §³¾¹¥© 0A

1

¯°¿¬»µ,

  ¨¬¥­­®: ±¨¬¬¥²°¨·­» A

1

A

2

¨ A

1

A

n

, A

1

A

3

¨ A

1

A

n�1

¨ ².¤. �°¨·¥¬ ª ¦¤³¾ ¨§

½²¨µ ¯°¿¬»µ ¬®¦­® ¯¥°¥¢¥±²¨ ¢ ±¨¬¬¥²°¨·­³¾ ± ¯®¬®¹¼¾ ®¤­®£® ¨«¨ ­¥±ª®«¼-

ª¨µ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨© ¢¨¤  (7). � ­¥±¨¬¬¥²°¨·­»¬¨ ¦¥ ¯°¿¬»¬¨ ½²®£® ±¤¥« ²¼

­¥«¼§¿. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ± ³·¥²®¬ ®²®¦¤¥±²¢«¥­¨¿ (8), ¬» ¯®«³· ¥¬ k ° §«¨·-
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�±«¨ ²¥¯¥°¼ ®¡®§­ ·¨²¼ ¶¥«³¾ · ±²¼ a ·¥°¥§ [a], ²® ¯®«³·¨¬ k = [
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] ¤«¿ «¾-

¡®£® ¶¥«®£® n > 1, ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.
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; :::; A
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, £¤¥ k = n�1,

¥±«¨ n - ­¥·¥²­® ¨ k = n � 2, ¥±«¨ n - ·¥²­®, ².ª. ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ±³¹¥±²¢³¥²
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±

¯®¬®¹¼¾ ®²®¡° ¦¥­¨¿ ¢¨¤  (7). �.¥. ­  ª®­³±¥ K
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½²¨ ²®·ª¨ ±®¢¯ ¤³². � ª¨¬

®¡° §®¬, ¬» ¯®«³· ¥¬
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1

± l

2

; :::; l
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. �«¿ ª®­³±  ½²® ®§­ · ¥², ·²® £¥®¤¥§¨·¥±ª ¿ l ¨¬¥¥²

k

2

° §«¨·­»µ ²®·¥ª

± ¬®¯¥°¥±¥·¥­¨¿, ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.

� ¬¥· ­¨¥ 1. �²¢¥°¦¤¥­¨¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ­¥ ²®«¼ª® ¤«¿ K

n

, ­® ¨ ¤«¿ ª®-

­³±  (1) ± ¯°®¨§¢®«¼­»¬ a. � ½²®¬ ±«³· ¥ ·¨±«® ± ¬®¯¥°¥±¥·¥­¨© £¥®¤¥§¨·¥-

±ª®© ° ¢­® ­ ¨¡®«¼¸¥¬³ ¶¥«®¬³ ·¨±«³, ¬¥­¼¸¥¬³

�

�

, £¤¥ � 2 (0; 2�) ±¢¿§ ­ ± a

±®®²­®¸¥­¨¥¬ (3).

� ¬¥· ­¨¥ 2. �®²¿ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥ ­  2-ª®­³±¥ ¨ ¨¬¥¾² ²®·ª¨ ± ¬®¯¥°¥±¥-

·¥­¨¿, ®­¨, ²¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ­¥ ¿¢«¿¾²±¿ § ¬ª­³²»¬¨ ª°¨¢»¬¨.

�²¢¥°¦¤¥­¨¥ 3. �³±²¼ ­  ª®­³±¥ K

n

(n > 2) ¤ ­» ®²«¨·­ ¿ ®² ®¡° §³-

¾¹¥© £¥®¤¥§¨·¥±ª ¿ l ¨ ²®·ª  A =2 l. �®£¤  «¾¡ ¿ £¥®¤¥§¨·¥±ª ¿, ¯°®µ®¤¿¹ ¿

·¥°¥§ ²®·ª³ A, ¡³¤¥² ¯¥°¥±¥ª ²¼ l.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ l - ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ £¥®¤¥§¨·¥±ª ¿ ª®­³±  K
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¨ ²®·ª 

A =2 l. �  ¯«®±ª®±²¨ R
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¨¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ±¥¬¥©±²¢® ¯°¿¬»µ l

1

; :::; l
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¨ ¬­®¦¥-

±²¢® ²®·¥ª A

1

; :::; A

n

. �»¡¥°¥¬ ±°¥¤¨ ¯°¿¬»µ fl

i

g ¤¢¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿, ­ ¯°¨-

¬¥°: l

1

¨ l

2

. �®­¿²­®, ·²® ² ª¨¥ ¯°¿¬»¥ ±³¹¥±²¢³¾², ¥±«¨ n > 2. �§ ¬­®¦¥-

±²¢  fA

i

g ² ª¦¥ ¢®§¼¬¥¬ ¯°®¨§¢®«¼­³¾ ²®·ª³ A

i

0

. �·¥¢¨¤­®, ·²® ·¥°¥§ A

i

0

­¥-

«¼§¿ ¯°®¢¥±²¨ ¯°¿¬³¾, ¯ ° ««¥«¼­³¾ ®¤­®¢°¥¬¥­­® ¤¢³¬ ¤ ­­»¬ l

1

¨ l

2

. � ª¨¬

®¡° §®¬, ­  ª®­³±¥ K

n

­¥«¼§¿ ¯°®¢¥±²¨ ·¥°¥§ A £¥®¤¥§¨·¥±ª³¾, ¯ ° ««¥«¼­³¾

l, ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.

� ª ¢¨¤¨¬, ª®­³± K

n

¿¢«¿¥²±¿ ­¥¥¢ª«¨¤®¢»¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬, ¥±«¨ n > 2.

�°®¬¥ ²®£®, ­¥²°³¤­® ¯®­¿²¼, ·²® ­  ª®­³±¥ K

2

¯¿²»© ¯®±²³« ² �¢ª«¨¤  ¢¥-

°¥­. � ª¨¬ ®¡° §®¬, K

2

±²®¨² ®±®¡­¿ª®¬ ¢ ±¥¬¥©±²¢¥ ª®­³±®¢ ¢¨¤  (5). �°®¬¥

®¯¨± ­­®£® ®²«¨·¨¿, ³ ­¥£® ¥±²¼ ¨ ¥¹¥ ®¤­®,   ¨¬¥­­®: ­  K

2

¬®¦­® ¢¢¥±²¨

¯°¿¬®³£®«¼­³¾ ª®®°¤¨­ ²­³¾ ±¥²ª³ ¨§ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨µ.

� ±¨«³ ½²¨µ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢ §¤¥±¼ ­³¦­® ®²¬¥²¨²¼ ®²«¨·¨¥ ª®­³±  ®², ±ª -

¦¥¬, ±´¥°» ¨«¨ ²®° . �±«¨ ±¢®©±²¢  ±´¥°» ­¥ § ¢¨±¿² ª ·¥±²¢¥­­® ®² ¥¥ ° -

¤¨³± , ²® £¥®¬¥²°¨¿ ª®­³±  ±³¹¥±²¢¥­­® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ³£«®¬ ¯°¨ ¥£® ¢¥°¸¨­¥.

�®½²®¬³ ¢® ¢±¥µ ­ ¸¨µ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿µ ¯®±²®¿­­® ´¨£³°¨°³¥² ¯ ° ¬¥²° n.

2. �§£«¿¤ ¨§­³²°¨ ª®­³± 

�«¿ ¢¨§³ «¨§ ¶¨¨ 3-ª®­³±  ­¥®¡µ®¤¨¬® ¯®­¿²¼, ª ª¨¬ ¢¨¤¨² 2-ª®­³± K

n

¤¢³-

¬¥°­»© ­ ¡«¾¤ ²¥«¼, ­ µ®¤¿¹¨©±¿ ­  ­¥¬

1

. �® ±­ · «  ­³¦­® ±¤¥« ²¼ ¢®² ª -

ª®¥ § ¬¥· ­¨¥.

1. � ª®­³±  ¥±²¼ ®±®¡ ¿ ²®·ª  - ¢¥°¸¨­ . � µ®¤¨²¼±¿ ¢ ­¥© ¬®¦¥² «¨¸¼

²®·¥·­»© ®¡º¥ª², ².ª. ²¢¥°¤»¥ 2-²¥« , ­¥ ¤®¯³±ª ¾¹¨¥ ± ¬®¯¥°¥±¥·¥­¨©, ­¥

¬®£³² ¯°¨¡«¨¦ ²¼±¿ ¢¯«®²­³¾ ª ¢¥°¸¨­¥. �°¨·¥¬, ·¥¬ ¡®«¼¸¥ ¨µ ° §¬¥°»,

²¥¬ ¤ «¼¸¥ ®­¨ ¤®«¦­» ­ µ®¤¨²¼±¿ ®² ¢¥°¸¨­». �®·¥·­»© ¦¥ ­ ¡«¾¤ ²¥«¼,

®ª § ¢¸¨©±¿ ¢ ¢¥°¸¨­¥, ­¥ ®¡­ °³¦¨² ­¨ª ª¨µ ¢¨¤¨¬»µ ®²«¨·¨© ®ª°³¦ ¾-

¹¥£® ¥£® ¯°®±²° ­±²¢  ®² ¥¢ª«¨¤®¢ , ².ª. £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¬¨, ¯°®µ®¤¿¹¨¬¨ ·¥°¥§

¢¥°¸¨­³, ¿¢«¿¾²±¿ ²®«¼ª® ®¡° §³¾¹¨¥. � ±¨«³ ½²¨µ ¯°¨·¨­ ¬» ¨±ª«¾·¨«¨

¢¥°¸¨­³ ¨§ ° ±±¬®²°¥­¨¿ ¢ ­ ¸¥© ¬®¤¥«¨.

�¥¯¥°¼ ¬» ¬®¦¥¬ ¯°¨±²³¯¨²¼ ª ®¯¨± ­¨¾ ²¥µ ½´´¥ª²®¢, ª®²®°»¥ ¢®§­¨-

ª ¾² ­  K

n

¢±«¥¤±²¢¨¥ ± ¬®¯¥°¥±¥·¥­¨¿ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨µ. �°¥¤±² ¢¨¬, ·²® ¢»

­ µ®¤¨²¥±¼ ­  ª®­³±¥ K

n

, ¯°¨·¥¬ ­¥ ¢ ¢¥°¸¨­¥.

2. �®£¤  ¢» ±° §³ § ¬¥²¨²¥ n � 1 ±¢®¨µ ¨§®¡° ¦¥­¨©-¤¢®©­¨ª®¢. �°¨·¥¬

¯°®²¨¢®¯®«®¦­®£® ¤¢®©­¨ª  ¢» ³¢¨¤¨²¥, ¥±«¨ ¡³¤¥²¥ ­¥¤ «¥ª® ®² ¢¥°¸¨­». �

¯°®²¨¢­®¬ ±«³· ¥ ¢ ¬ ¯®¬¥¸ ¥² ±¤¥« ²¼ ½²® À·¥°­ ¿ ¤»° Á, ­ µ®¤¿¹ ¿±¿ ¢ ­¥©.

�±¥ ¤¢®©­¨ª¨ ¡³¤³² ­ µ®¤¨²¼±¿ ­  ®¤¨­ ª®¢®¬ ° ±±²®¿­¨¨ ®² ¢¥°¸¨­», ².¥.

¢¨§³ «¼­® ­  ­¥ª®²®°®© ®ª°³¦­®±²¨, ª ²®¬³ ¦¥ ¥¹¥ ±¨¬¬¥²°¨·­® ®²­®±¨²¥«¼­®

²®© ®¡° §³¾¹¥©, ·²® ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ ¢ ±.

1

� ±¢¿§¨ ± ½²¨¬ ­ ¬ µ®²¥«®±¼ ¡» ®²¬¥²¨²¼ ª­¨£³ [5], ¢ ª®²®°®©  ¢²®° ¢ ­ ³·­®-¯®¯³«¿°­®©

´®°¬¥ ° ±±ª §»¢ ¥² ® À¤¢³¬¥°­®¬Á §°¥­¨¨, µ®²¿ ¥£® ¨¤¥¨ ¢ ½²®¬ ¯« ­¥ ­¥±ª®«¼ª® ®²«¨· ¾²±¿

®² ­ ¸¨µ.
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3. � ±®¦ «¥­¨¾, ¯®¤®©²¨ ª ª ª®¬³-«¨¡® ±¢®¥¬³ ¤¢®©­¨ª³ ¢ ¬ ­¥ ³¤ ±²±¿,

².ª. ®­¨ ¯°¨µ®¤¿² ¢ ¤¢¨¦¥­¨¥ ®¤­®¢°¥¬¥­­® ± ¢ ¬¨. �¢¨£ ¿±¼ ¦¥ ¢ ­ ¯° ¢«¥­¨¨

¤¢®©­¨ª , ¢» ¡³¤¥²¥ ¯°¨¡«¨¦ ²¼±¿ ª ¢¥°¸¨­¥, ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ª®²®°®© ­ µ®-

¤¨²¼±¿ ²¢¥°¤®¬³ ²¥«³ § ¯°¥¹¥­®.

4. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ±¢®¨µ ¤¢®©­¨ª®¢ ­¥«¼§¿. �® ¬®¦­® ½²® ±¤¥-

« ²¼ ± ¤¢®©­¨ª ¬¨ ª®£®-­¨¡³¤¼ ¥¹¥. �² ª, ¯°¥¤±² ¢¨¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ¢ ª®­¨·¥-

±ª®¬ ¬¨°¥ ¢¬¥±²¥ ± ¢ ¬¨ ­ µ®¦³±¼ ¨ ¿. �±²¥±²¢¥­­®, ³ ¬¥­¿ ¡³¤¥² ±²®«¼ª® ¦¥

¤³¡«¨ª ²®¢, ±ª®«¼ª® ¨ ³ ¢ ±. �±«¨ ¿ ¡³¤³ ±²®¿²¼ ­  ¬¥±²¥, ²® ¢» ±¬®¦¥²¥ ¯®-

¤®©²¨ ¯® ®·¥°¥¤¨ ª ­¨¬ ª® ¢±¥¬. �°¨ ½²®¬ ª ¦¤»© ° § ¢» ¡³¤¥²¥ ³¡¥¦¤ ²¼±¿,

·²® ¬®© ¤³¡«¨ª ² ¿¢«¿¥²±¿ ­¥ ·¥¬-²® ¨««¾§®°­»¬, ­ ¯®¤®¡¨¥ ®²° ¦¥­¨¿ ¢

§¥°ª «¥,   ¨¬ ¿¢«¿¾±¼ ¿ ± ¬. �­»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¢» ¢±¿ª¨© ° §, ¤¢¨£ ¿±¼ ª ¬®¥¬³

¤¢®©­¨ª³, ¡³¤¥²¥ ¯®¤µ®¤¨²¼ ª® ¬­¥. � ¢ ½²®¬ ­¥² ­¨·¥£® ³¤¨¢¨²¥«¼­®£®, ².ª.

¢» ¡³¤¥²¥ ¯¥°¥¬¥¹ ²¼±¿ ¯® £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¬,   ®­¨, ª ª ¤®ª § ­® ° ­¥¥, ± ¬®¯¥-

°¥±¥ª ¾²±¿.

�» ®¯¨± «¨, ª®­¥·­®, ­¥ ¢±¥ ¢¨§³ «¼­»¥ ½´´¥ª²» ª®­¨·¥±ª®£® ¤¢³¬¥°­®£®

¬¨° . �® ·¨² ²¥«¼ ± ®¡° §­»¬ ¬»¸«¥­¨¥¬ ±¬®¦¥² ­ ©²¨ ¨ ¤°³£¨¥, ¯®«¼§³¿±¼

° ±±³¦¤¥­¨¿¬¨, ¯®¤®¡­»¬¨ ­ ¸¨¬.

5. �²® ¦¥ ª ± ¥²±¿ 3-ª®­³± , ²® ¢±¥, ® ·¥¬ ¬» £®¢®°¨«¨ ¢»¸¥, ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¨

¤«¿ ­¥£®, ².ª. 2-ª®­³± ¿¢«¿¥²±¿ ¢¯®«­¥ £¥®¤¥§¨·¥±ª®© ¯®¢¥°µ­®±²¼¾ ¢ 3-ª®­³±¥

(±¬. ­¨¦¥ ²¥®°¥¬³ 4). �¤¥±¼ ²®«¼ª® ­³¦­® § ¬¥²¨²¼, ·²® ¤¢®©­¨ª®¢ ¢ 3-ª®­³±¥

¡³¤¥² ³¦¥ ­¥ ª®­¥·­®¥ ·¨±«®,   ª®­²¨­³³¬. �²® ®¡º¿±­¿¥²±¿ ³¢¥«¨·¥­¨¥¬ ·¨-

±«  ± ¬®¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨µ. �­¨ ¯®«³· ¾²±¿ ¨§ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨µ 2-

ª®­³±  ¤¢¨¦¥­¨¿¬¨ 3-ª®­³± , ª®²®°»¥ ®¡° §³¾² £°³¯¯³, ¨§®¬®°´­³¾ SO(3).

6. �«¥¤³¾¹¥¥ § ¬¥· ­¨¥ ª ± ¥²±¿ ¯¥°¥¬¥¹¥­¨¿ ²¥« ¢ 3-ª®­³±¥. � ±¨«³ ²®£®,

·²® ±ª «¿°­ ¿ ª°¨¢¨§­  3-ª®­³±  ®²°¨¶ ²¥«¼­  (±¬. ­¨¦¥ ²¥®°¥¬³ 3), À¦¥±²-

ª¨¥Á ¤¢¨¦¥­¨¿ ²°¥µ¬¥°­»µ ²¥« ¢ ­¥¬, ®²«¨·­»¥ ®² ¤¢¨¦¥­¨© ± ¬®£® ª®­³± ,

­¥¢®§¬®¦­». � ¤«¿ À¤¢³¬¥°­»µÁ ²¥« ¦¥±²ª¨¥ ­¥²°¨¢¨ «¼­»¥ ¤¢¨¦¥­¨¿ ±³¹¥-

±²¢³¾², ².ª. ®­¨ ±³¹¥±²¢³¾² ­  2-ª®­³±¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬®¦­® ±ª § ²¼, ·²®

¢ ª®­¨·¥±ª®¬ ¬¨°¥, ·¥¬ ®¡º¥ª² ²®­¼¸¥, ²¥¬ ®­ ¯®¤¢¨¦­¥©.

7. � ¢ ª®­¶¥ ½²®£® ° §¤¥«  ®¯¨¸¥¬ ¥¹¥ ®¤¨­ ½´´¥ª², ­ ¡«¾¤ ¥¬»© ¢ 3-

ª®­³±¥, ª®²®°»© ®²±³²±²¢³¥² ³ 2-ª®­³± . � ¯¥°¢®¬ ±³¹¥±²¢³¾² ¤¢³¬¥°­»¥ ­ -

¯° ¢«¥­¨¿, ­  ª®²®°»µ ±¥ª¶¨®­­ ¿ ª°¨¢¨§­  ®²°¨¶ ²¥«¼­ . �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¯®-

¢¥°µ­®±²¼, ®¡° §®¢ ­­ ¿ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¬¨, ¯°®µ®¤¿¹¨¬¨ ·¥°¥§ ´¨ª±¨°®¢ ­­³¾

²®·ª³ ¨ ª ± ¾¹¨¬¨±¿ ½²®© ¤¢³¬¥°­®© ¯«®¹ ¤ª¨, ¨¬¥¥² ®²°¨¶ ²¥«¼­³¾ £ ³±-

±®¢³ ª°¨¢¨§­³ (±¬. [3]). �²® ¿¢«¥­¨¥ ¯®§¢®«¿¥² ­ ¡«¾¤ ²¥«¾ ° ±¯®§­ ²¼ ­¥¥¢-

ª«¨¤®¢®±²¼ 3-ª®­³±  ¤ ¦¥ ¢¤ «¨ ®² ¢¥°¸¨­», £¤¥ ±ª «¿°­ ¿ ª°¨¢¨§­  ¡«¨§ª  ª

­³«¾.

3. �°¨¢¨§­» ²°¥µ¬¥°­®£® ª®­³± 

� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¨±±«¥¤³¥¬ ±¥ª¶¨®­­³¾ ¨ ±ª «¿°­³¾ ª°¨¢¨§­» 3-ª®­³±  ¨

¥£® ª°¨¢¨§­³ �¨··¨. �°®¬¥ ½²®£® ¤®ª ¦¥¬ ¢¯®«­¥ £¥®¤¥§¨·­®±²¼ 2-ª®­³± .

� ±±¬®²°¨¬ ²°¥µ¬¥°­»© ª®­³± ¢° ¹¥­¨¿ M :
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x

2

+ y

2

+ z

2

�

t

2

a

2

= 0; (9)

¢«®¦¥­­»© ¢ E

4

. �¥°¥¯¨¸¥¬ ³° ¢­¥­¨¥ (9) ¢ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¬ ¢¨¤¥:

x =

t

a

cos� cos ; y =

t

a

sin� cos ; z =

t

a

sin ; t = t; (10)

£¤¥ ª®®°¤¨­ ²» ¡¥°³²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯®°¿¤ª¥ t 6= 0;  2 (�

�

2

;

�

2

); � 2 [0; 2�).

�®£¤  ¨­¤³¶¨°®¢ ­­ ¿ ¬¥²°¨ª  ­  ª®­³±¥ M ¨¬¥¥² ¢¨¤

kg

ij

k =

1

a

2

0

B

@

a

2

+ 1 0 0

0 t

2

0

0 0 t

2

cos

2

 

1

C

A

: (11)

�¥­³«¥¢»µ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ ±¢¿§­®±²¨ r ¡³¤¥² 9:

�

2

12

= �

2

21

= �

3

13

= �

3

31

=

1

t

; (12)

�

1

22

= �

t

a

2

+ 1

; �

3

23

= �

3

32

= �

sin 

cos 

; �

1

33

= �

t cos

2

 

a

2

+ 1

; �

2

33

= cos sin : (13)

�¥­³«¥¢»µ ª®¬¯®­¥­² ²¥­§®°  �¨¬ ­  ¡³¤¥² 4:

R

2

323

= �R

2

332

= �

a

2

a

2

+ 1

cos

2

 ; R

3

232

= �R

3

223

= �

a

2

a

2

+ 1

: (14)

�²®«¼ª® ¦¥ ­¥­³«¥¢»µ ª®¬¯®­¥­² ¨ ³ ²¥­§®°  ª°¨¢¨§­»:

R

2323

= R

3232

= �R

2332

= �R

3223

= �

t

2

a

2

+ 1

cos

2

 : (15)

�¥®°¥¬  1. �¯° ¢¥¤«¨¢» ±«¥¤³¾¹¨¥ ²®·­»¥ ®¶¥­ª¨ ±¥ª¶¨®­­®© ª°¨¢¨§­»

K ª®­³±  M :

�

a

4

t

2

(a

2

+ 1)

� K � 0: (16)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ e

1

; e

2

; e

3

- ¡ §¨± TM

x

, ±®±² ¢«¥­­»© ¨§

¢¥ª²®°®¢, ª ± ²¥«¼­»µ ª ª®®°¤¨­ ²­»¬ «¨­¨¿¬. �³±²¼ ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥ ¤ ­» ¤¢ 

¯°®¨§¢®«¼­»µ ¢¥ª²®°  X = (�

1

; �

1

; �

1

) ¨ Y = (�

2

; �

2

; �

2

), ²®£¤ 

K(X ^ Y ) =

hR(X;Y )Y;Xi

kXk

2

kY k

2

� hX;Y i

2

=

(�

2

1

�

2

2

� 2�

1

�

2

�

1

�

2

+ �

2

2

�

2

1

)R

2323

kXk

2

kY k

2

� hX;Y i

2

=

=

�a

4

t

2

cos

2

 (�

1

�

2

� �

2

�

1

)

2

b

2

[b

2

t

2

(�

1

�

2

� �

2

�

1

)

2

+ b

2

t

2

cos

2

 (�

2

�

1

� �

1

�

2

)

2

+ t

4

cos

2

 (�

1

�

2

� �

2

�

1

)

2

]

;
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£¤¥ b

2

:= a

2

+ 1. �²±¾¤  ±«¥¤³¾² ¨±ª®¬»¥ ®¶¥­ª¨.

�§ ½²®£® ¦¥ ¢»° ¦¥­¨¿ ¢¨¤­®, ·²® «¥¢®¥ ° ¢¥­±²¢® ¤®±²¨£ ¥²±¿ ­  ¡¨¢¥ª-

²®°¥ e

2

^ e

3

, ¯° ¢®¥ - ­  ¡¨¢¥ª²®°¥ e

1

^X, £¤¥ X 2 TM

x

- ¯°®¨§¢®«¼­»©. � ª¨¬

®¡° §®¬, ®¶¥­ª¨ (16) ²®·­»¥.

� ¬¥· ­¨¥. � ±¨«³ ±¢®¥© ½ª±²°¥¬ «¼­®±²¨, ¡¨¢¥ª²®°» e

2

^ e

3

¨ e

1

^ X

¿¢«¿¾²±¿ ±² ¶¨®­ °­»¬¨ ¤«¿ ±¥ª¶¨®­­®© ª°¨¢¨§­» K. �¥²°³¤­® ¯°®¢¥°¨²¼,

·²® ¤°³£¨µ ±² ¶¨®­ °­»µ ¡¨¢¥ª²®°®¢ ­¥².

� ©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ®¡¹³¾ ´®°¬³«³ ¤«¿ ª°¨¢¨§­» �¨··¨ r

X

¢ ²®·ª¥ x 2 M ¯®

­ ¯° ¢«¥­¨¾ X = x

i

e

i

2 TM

x

. �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾

r

X

=

x

j

x

k

3

P

i=1

R

ijik

g

lm

x

l

x

m

;

®²±¾¤ , ¢ ±¨«³ ° ¢¥­±²¢ (15), ¯®«³· ¥¬

r

X

= �

a

2

t

2

cos

2

 [(x

2

)

2

+ (x

3

)

2

]

(a

2

+ 1)[(a

2

+ 1)(x

1

)

2

+ t

2

(x

2

)

2

+ t

2

cos

2

 (x

3

)

2

]

: (17)

�»·¨±«¨¬ ¯® ½²®© ´®°¬³«¥ ª°¨¢¨§­» �¨··¨ ¯® ¡ §¨±­»¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¿¬

e

1

; e

2

; e

3

:

r

1

= 0; r

2

= �

a

2

a

2

+ 1

cos

2

 ; r

3

= �

a

2

a

2

+ 1

:

� ¬¥²¨¬, ·²® ½²¨ ª°¨¢¨§­» ¿¢«¿¾²±¿ ±®¡±²¢¥­­»¬¨ ¤«¿ ²¥­§®°  �¨··¨, ª®²®-

°»© ¨¬¥¥² ¢¨¤:

kR

ij

k = �

a

2

a

2

+ 1

0

B

@

0 0 0

0 1 0

0 0 cos

2

 

1

C

A

: (18)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ±¯° ¢¥¤«¨¢  ±«¥¤³¾¹ ¿

�¥®°¥¬  2. � §¨±­»¥ ¢¥ª²®°» e

1

; e

2

; e

3

¿¢«¿¾²±¿ ±² ¶¨®­ °­»¬¨ ¤«¿ ª°¨-

¢¨§­» �¨··¨.

�¥®°¥¬  3. �ª «¿°­ ¿ ª°¨¢¨§­  ª®­³±  M ° ¢­ :

R = �

2a

4

t

2

(a

2

+ 1)

: (19)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ±ª «¿°­ ¿ ª°¨¢¨§­  ¿¢«¿¥²±¿ ±¢¥°²ª®©

²¥­§®°  �¨··¨, ¯®½²®¬³, ¢ ±¨«³ (11) ¨ (18), ¨¬¥¥¬:

R = g

22

R

22

+ g

33

R

33

= �

a

2

t

2

�

a

2

a

2

+ 1

�

a

2

t

2

cos

2

 

�

a

2

a

2

+ 1

cos

2

 ;

®²ª³¤  ¨ ±«¥¤³¥² ¨±ª®¬ ¿ ´®°¬³« .
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�¥®°¥¬  4. 2-ª®­³± (1) ¿¢«¿¥²±¿ ¢¯®«­¥ £¥®¤¥§¨·¥±ª®© ¯®¢¥°µ­®±²¼¾ ¢

3-ª®­³±¥ (2).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ N� 2-ª®­³±, § ¤ ­­»© ³° ¢­¥­¨¥¬ (1), ± «®ª «¼-

­»¬¨ ª®®°¤¨­ ² ¬¨ u; v. �®£°³¦¥­¨¥ f : N ! M ¢ ª®®°¤¨­ ² µ ¨¬¥¥² ¢¨¤:

t = u;  = 0; � = v. �°¨ ½²®¬ ¡ §¨±­»¥ ¢¥ª²®°» @

u

; @

v

2 TN

x

, ª ± ²¥«¼­»¥ ª ª®-

®°¤¨­ ²­»¬ «¨­¨¿¬ u; v, ±®¢¯ ¤ ¾² ± ¢¥ª²®° ¬¨ e

1

; e

3

2 TM

x

±®®²¢¥²±²¢¥­­®.

�®§¼¬¥¬ ¤¢  ¯°®¨§¢®«¼­»µ ¢¥ª²®°  X = (x

1

; x

2

); Y = (y

1

; y

2

) 2 TN

x

. �®£¤ ,

¢ ±¨«³ (12) ¨ (13), ¨¬¥¥¬:

r

X

Y = �

x

2

y

2

t

a

2

+ 1

e

1

+

x

1

y

2

+ x

2

y

1

t

e

3

2 TN

x

: (20)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, 8X;Y 2 TN

x

r

X

Y = r

0

X

Y , £¤¥ r

0

� ±¢¿§­®±²¼ ­  N . �²®

° ¢¥­±²¢® ¨ ¤®ª §»¢ ¥² ¢¯®«­¥ £¥®¤¥§¨·­®±²¼ N .

�¨²¥° ²³° 

1. �°®¬®« �., �«¨­£¥­¡¥°£ �., �¥©¥° �. �¨¬ ­®¢  £¥®¬¥²°¨¿ ¢ ¶¥«®¬. �.: �¨°,

1971.

2. � ­²®° �.�., �° ­£³«®¢ �.�. �¡ ¨§®¬¥²°¨·­®¬ ¯®£°³¦¥­¨¨ ¤¢³¬¥°­»µ °¨¬ ­®-

¢»µ ¬­®£®®¡° §¨© ¢ ¯±¥¢¤®¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ­±²¢® // � ². § ¬¥²ª¨. 1984. �.36.

N 3. �.447{455.

3. � ¸¥¢±ª¨© �.�. �¨¬ ­®¢  £¥®¬¥²°¨¿ ¨ ²¥­§®°­»©  ­ «¨§. �.: � ³ª , 1967.

4. Thurston W.P. Three-dimensional geometry and topology. Draft. The Geometry Cen-

ter, University of Minnesota, The National Science and Technology Research Center

for Computation and Visualization of Geometric Structures.

5. �¡¡®²² �.�. �« ²« ­¤¨¿. �¾°£¥° �. �´¥°« ­¤¨¿. �.: �¨°, 1976.


