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The new mathematical model of haemopoieses is considered. Some problems

of hemopoietic stem cells proliferation and di�erentiation are discussed.

1. �®±² ®¢ª  § ¤ ·¨

�°®¶¥±± ª°®¢¥²¢®°¥¨¿ (£¥¬®¯®½§) ±®±²®¨² ¢ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥ ¢±¥µ ²¨¯®¢ ª«¥²®ª

ª°®¢¨: ½°¨²°®¶¨²®¢, ¬®®¶¨²®¢ (¬ ª°®´ £®¢), £° ³«®¶¨²®¢, ²°®¬¡®¶¨²®¢ ¨

«¨¬´®¶¨²®¢. � ¦¤»© ²¨¯ ½²¨µ ª«¥²®ª ¢»¯®«¿¥² ±¢®¨, ±¯¥¶¨´¨·¥±ª¨¥ ´³ª-

¶¨¨, ±¢¿§ »¥ ± ®¡¥±¯¥·¥¨¥¬ ¦¨§¥¤¥¿²¥«¼®±²¨ ®°£ ¨§¬ . � ª, ®±®¢®¥

 § ·¥¨¥ ½°¨²°®¶¨²®¢ ±®±²®¨² ¢ ®¡¥±¯¥·¥¨¨ ª¨±«®°®¤®¬ ° §«¨·»µ ²ª ¥©

®°£ ¨§¬ , ²°®¬¡®¶¨²» ®ª §»¢ ¾²±¿ ¥®¡µ®¤¨¬»¬¨   ¢±¥µ ½² ¯ µ ®±² ®¢ª¨

ª°®¢®²¥·¥¨¿. �° ³«®¶¨²» ¨ ¬ ª°®´ £¨ ³· ±²¢³¾² ¢ ½ª±ª°¥²¨°®¢ ¨¨ ®²° -

¡®² »µ ª®¬¯®¥²®¢ ª°®¢¥²¢®°®© ±¨±²¥¬» ¨ ¥ª®²®°»µ ¤°³£¨µ ¯°®¤³ª²®¢

¦¨§¥¤¥¿²¥«¼®±²¨ ®°£ ¨§¬ . �¨¬´®¶¨²» ±®¢¬¥±²® ± ¬ ª°®´ £ ¬¨ ®¡¥±¯¥-

·¨¢ ¾² § ¹¨²³ ®°£ ¨§¬  ¯°¨ ° §«¨·»µ ¨´¥ª¶¨®»µ § ¡®«¥¢ ¨¿µ [1] { [4].

�°¨   «¨§¥ ¯°®¶¥±±  ¯°®¨§¢®¤±²¢  ª«¥²®ª ª°®¢¨ ®¡»·® ¢»¤¥«¿¾² ¤¢¥ ®±®¢-

»¥ «¨¨¨ ª°®¢¥²¢®°¥¨¿: ¬¨¥«®¨¤³¾ ¨ «¨¬´®¨¤³¾. � ¬¨¥«®¨¤®© «¨¨¨

®²®±¿² ª«¥²ª¨, ±¢¿§ »¥ ± §°¨²°®¶¨² ¬¨, ¬®®¶¨² ¬¨ (¬ ª°®´ £ ¬¨), £° -

³«®¶¨² ¬¨ ¨ ²°®¬¡®¶¨² ¬¨; ª «¨¬´®¨¤®© { ª«¥²ª¨, ±¢¿§ »¥ ± T { ¨ B {

«¨¬´®¶¨² ¬¨. �µ¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¯°®¨§¢®¤±²¢  ª«¥²®ª ª°®¢¨ ¢±¥µ

²¨¯®¢ ¯°¥¤±² ¢«¥®   °¨±.1. [5] (±¬. ² ª¦¥ [6]).

�°®¢¥²¢®° ¿ ²ª ¼ ´³ª¶¨®¨°³¥² ¯® ¯°¨¶¨¯³ ´¨§¨®«®£¨·¥±ª®© °¥£¥¥-

° ¶¨¨. � ®°£ ¨§¬¥ ¢§°®±«®£® ·¥«®¢¥ª  ª ¦¤³¾ ¬¨³²³ ¯°®¤³¶¨°³¥²±¿ ®ª®«®

150 ¬«. ½°¨²°®¶¨²®¢ ¨ 140 ¬«. «¥©ª®¶¨²®¢, ¨ ² ª®© ¯°®¶¥±± ¬®¦¥² ¥¯°¥-

°»¢® ¯®¤¤¥°¦¨¢ ²¼±¿ 100 «¥² ¨ ¡®«¥¥ [7]. �®¤¤¥°¦ ¨¥ ¯°®¶¥±±  ª°®¢¥²¢®°¥-

¨¿ § ¢¨±¨² ®² ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¢ ª°®¢¥²¢®°»µ ®°£  µ ¬ «®·¨±«¥®© ¯®¯³-

«¿¶¨¨ ±²¢®«®¢»µ ª°®¢¥²¢®°»µ ª«¥²®ª ( ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ { ���), ª®¶¥²° ¶¨¿

ª®²®°»µ ±®±² ¢«¿¥² 0,01 { 0,0001 ¯°®¶¥²  ®² ¿¤°®±®¤¥°¦ ¹¨µ ª«¥²®ª ª®±²-

®£® ¬®§£ . �²¢®«®¢»¥ ª°®¢¥²¢®°»¥ ª«¥²ª¨ ±¯®±®¡» ª ± ¬®¯®¤¤¥°¦ ¨¾
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(¢®±¯°®¨§¢¥¤¥¨¾ ¤®·¥°¨µ ª«¥²®ª ¡¥§ ¤ «¼¥©¸¥© ¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ¨ ¤¨´´¥°¥-

¶¨°®¢ª¨), ª ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¥®£° ¨·¥®¬³ ·¨±«³ ¤¥«¥¨©,   ² ª¦¥ ®¡« ¤ ¾²

¬¨£° ¶¨®®© ±¯®±®¡®±²¼¾.
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�¨±.1. �µ¥¬  ¯°®¶¥±±  ª°®¢¥²¢®°¥¨¿:

1 { ±²¢®«®¢»¥ ª°®¢¥²¢®°»¥ ª«¥²ª¨; 2 { ¬¨¥«®¨¤»¥ ±²¢®«®¢»¥ ª«¥²ª¨; 3 {

ª«¥²ª¨-¯°¥¤¸¥±²¢¥¨ª¨ ½°¨²°®¶¨²®¢ (8), ²°®¬¡®¶¨²®¢ (9), ¡ §®´¨«®¢ (10); 4

{ ª«¥²ª¨-¯°¥¤¸¥±²¢¥¨ª¨ ½®§¨®´¨«®¢ (11); 5 { ª«¥²ª¨-¯°¥¤¸¥±²¢¥¨ª¨ ¿¤¥°-

»µ «¥©ª®¶¨²®¢ (12), ¬®®¶¨²®¢ (13) ¨ ¬ ª°®´ £®¢ (14); 6 { ¯°¥-B-ª«¥²ª¨-

¯°¥¤¸¥±²¢¥¨ª¨ B-«¨¬´®¶¨²®¢ (15) ¨ ¯« §¬ ²¨·¥±ª¨µ ª«¥²®ª (16); 7 { ¯°¥-

T-ª«¥²ª¨-¯°¥¤¸¥±²¢¥¨ª¨ T-«¨¬´®¶¨²®¢ (17)

�®¤ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª®© ��� ¯®¨¬ ¥²±¿ ¥®¡° ²¨¬»© ¯°®¶¥±± ¯°¥¢° ¹¥-

¨¿ ½²¨µ ª«¥²®ª ¢ ª«¥²ª¨ ¤°³£®£® ²¨¯  (¥ ±²¢®«®¢»¥). �°®«¨´¥° ¶¨¿ ��� {

½²® ¯°®¶¥±± ¯°®µ®¦¤¥¨¿ ª«¥²ª ¬¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® ¢±¥µ ´ § ª«¥²®·®£® ¶¨-

ª« : G

1

{ ¯°¥±¨²¥²¨·¥±ª ¿ ´ § , S { ´ §  ±¨²¥§  ���, G

2

{ ¯®±²±¨²¥²¨·¥-

±ª ¿ ´ §  ¨� { ¬¨²®²¨·¥±ª ¿ ´ § , ¯® § ¢¥°¸¥¨¾ ª®²®°®© ª«¥²ª  ¤¥«¨²±¿  
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¤¢¥ ª«¥²ª¨. �®±«¥ ¤¥«¥¨¿ ��� ¥¥ ¯®²®¬ª¨ ¬®£³² «¨¡® ± ¬®¯®¤¤¥°¦¨¢ ²¼±¿,

±®µ° ¿¿ ¯°¨ ½²®¬ ±¢®©±²¢  ±²¢®«®¢®© ª°®¢¥²¢®°®© ª«¥²ª¨, «¨¡® ¤¨´´¥°¥-

¶¨°®¢ ²¼±¿, ².¥. ¯°¥¢° ¹ ²¼±¿ ¢ ª®¬¬¨²¨°®¢ »¥ ª«¥²ª¨-¯°¥¤¸¥±²¢¥¨ª¨,

¨§ ª®²®°»µ ¢¯®±«¥¤±²¢¨¨ ®¡° §³¾²±¿ ª«¥²ª¨ ª°®¢¨ ¢±¥µ ²¨¯®¢. �³¹¥±²¢¥ ¿

®±®¡¥®±²¼ ª¨¥²¨ª¨ ��� ±®±²®¨² ¢  «¨·¨¨ ®±®¡®© ´ §» ¯®ª®¿ G

0

[8], ¯®-

¬¨¬® ³ª § »µ ¢»¸¥ ´ § ª«¥²®·®£® ¶¨ª« . � §  G

0

° ±¯®« £ ¥²±¿ ¥¯®±°¥¤-

±²¢¥® ¯¥°¥¤ G

1

[9]. � ®°¬ «¼®¬ ª®±²®¬ ¬®§£¥ ¦¨¢®²»µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥

��� ¯® ´ § ¬ ª«¥²®·®£® ¶¨ª«  ±«¥¤³¾¹¥¥: 15, 10, 15, 60 ¯°®¶¥²®¢, ±®®²¢¥²-

±²¢¥®, ¢ ´ § µ G

1

, S, (G

2

+M), G

0

[8]. � °¥£¥¥°¨°³¾¹¥¬ ª®±²®¬ ¬®§£¥

¯°®¨±µ®¤¨² ¬®¡¨«¨§ ¶¨¿ ��� ¨§ G

0

: 25, 51, 15, 10 ¯°®¶¥²®¢ ª«¥²®ª, ±®®²¢¥²-

±²¢¥®, ¢ ³ª § »µ ´ § µ [10, 11]. �°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¼ ´ § S ¨ (G

2

+M) {

¢¥«¨·¨  ±²°®£® ´¨ª±¨°®¢  ¿ ¨ ±®±² ¢«¿¥² 4 ¨ 2 · ±  ±®®²¢¥²±²¢¥®; ¯°®-

¤®«¦¨²¥«¼®±²¼ ´ §» G

1

¬®¦¥² ¢ °¼¨°®¢ ²¼ ¢ ¸¨°®ª¨µ ¯°¥¤¥« µ [9]. �°¥¤-

¿¿ ¯°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¼ ª«¥²®·®£® ¶¨ª«  ��� ¢ ®°¬ «¼»µ ³±«®¢¨¿µ ±®±² -

¢«¿¥² ®ª®«® 5 ±³²®ª [13, ±.64]. �«¿ ���, ° §¬®¦ ¾¹¨µ±¿ ¢ ±¥«¥§¥ª¥ ®¡«³·¥-

»µ ¬»¸¥©, ¯°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¼ ª«¥²®·®£® ¶¨ª«  ±®±² ¢«¿¥² 8 { 14 · ±®¢ [13,

±.113], [1, ±.55, 57].

�®  ±²®¿¹¥£® ¢°¥¬¥¨ ¢®¯°®± ® ¬¥µ ¨§¬ µ, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ ± ¬®¯®¤¤¥°-

¦ ¨¥ ��� ¨«¨  · «® ¯°®¶¥±±  ª®¬¬¨²¨°®¢ ¨¿ (¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨) ���,

®ª®· ²¥«¼® ¥ °¥¸¥. �³¹¥±²¢³¥² ¥±ª®«¼ª® ²¥®°¨©, ®¡º¿±¿¾¹¨µ ²®ª®±²¨

°¥£³«¿¶¨¨ ´³ª¶¨® «¼®©  ª²¨¢®±²¨ °®¤® · «¼®© ±²¢®«®¢®© ª«¥²ª¨. �¥-

²¥°¬¨¨±²¨·¥±ª¨¥ ²¥®°¨¨ ¤®¯³±ª ¾², ·²® ¢¥¸¨¥ ´ ª²®°» À¨±²°³ª²¨°³¾²Á

±²¢®«®¢³¾ ª°®¢¥²¢®°³¾ ª«¥²ª³ ¢ ®²®¸¥¨¨ ¥¥ ¤ «¼¥©¸¥© ±³¤¼¡». �»¡®°  -

¯° ¢«¥¨¿ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ��� ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¯³²¥¬ ¯®±²¥¯¥®£®, ±²°®£®

¤¥²¥°¬¨¨°®¢ ®£® ®£° ¨·¥¨¿ ¯®²¥¶¨© ª«¥²ª¨, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® ¯®¤ ¢«¨-

¿¨¥¬ £¥¬®¯®½§¨¤³¶¨°³¾¹¥£® ¬¨ª°®®ª°³¦¥¨¿ (���) ®¡° §³¾²±¿ ®«¨£®¡¨ {

¨ ³¨¯®²¥²»¥ ª«¥²ª¨-¯°¥¤¸¥±²¢¥¨ª¨ [4]. � ° ¡®²¥ [14] ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ±³-

¹¥±²¢®¢ ¨¥   ²®¬¨·¥±ª¨µ ¨¸, ª®²®°»¥ ±¯¥¶¨´¨·» ¤«¿ ¨¤¨¢¨¤³ «¼»µ

«¨¨© ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨. �«¿ ª ¦¤®£®  ¯° ¢«¥¨¿ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ±³¹¥-

±²¢³¥², ¯®-¢¨¤¨¬®¬³, ±¢®© «¨¥©®-±¯¥¶¨´¨·¥±ª¨© ´ ª²®°, § ¯³±ª ¾¹¨© ¤¨´-

´¥°¥¶¨°®¢®·³¾ ¯°®£° ¬¬³ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¥®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ± ¢¥°®¿²®±²¼¾,

§ ¢¨±¿¹¥© ®² ª®¶¥²° ¶¨¨ ½²®£® ´ ª²®° . �®§¬®¦®, ·²® ¤¥©±²¢¨¥ ½²¨µ ´ ª-

²®°®¢   ��� § ¢¨±¨² ®² ±² ¤¨¨ ª«¥²®·®£® ¶¨ª« , ·²® ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ °¥ «¨-

§³¥²±¿ ¢ ª®¬¬¨²¨°®¢ ¨¨ ¢ ½°¨²°®¨¤®¬ ¨«¨ £° ³«®-¬®®¶¨² °®¬  ¯° ¢«¥-

¨¨ [15, 16].

�»° ¡®²ª  §°¥«»µ ª«¥²®ª ª°®¢¨ ¨§ ª«¥²®ª ª®±²®£® ¬®§£  ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ±

¯®¬®¹¼¾ £³¬®° «¼»µ ¨ ¤°³£¨µ ´ ª²®°®¢, ¢ ¯°¨±³²±²¢¨¨ ¨ ¯®¤ ¢«¨¿¨¥¬ ª®²®-

°»µ °¥ «¨§³¥²±¿ ¯°®«¨´¥° ¶¨¿ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª  ª®¬¬¨²¨°®¢ »µ ª«¥²®ª-

¯°¥¤¸¥±²¢¥¨ª®¢. �±®¢®¥ ¬¥±²® ±°¥¤¨ ½²¨µ ´ ª²®°®¢ § ¨¬ ¾² £®°¬®»-

¯®½²¨», ±¯¥¶¨´¨·¥±ª¨¥ ¤«¿ ª ¦¤®© «¨¨¨ ª°®¢¥²¢®°¥¨¿. �§¬¥¥¨¥ ±®¤¥°-

¦ ¨¿ ¢ ª°®¢¨ £®°¬®®¢-¯®½²¨®¢ ¢«¨¿¥²   ¨²¥±¨¢®±²¨ ¯°®¶¥±±®¢ ¯°®«¨-

´¥° ¶¨¨ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ³ª § »µ ª«¥²®ª. �°¨ ¯®¢»¸¥¨¨ ±®¤¥°¦ ¨¿

£®°¬®®¢ { ¯®½²¨®¢ ¢ ª°®¢¨ ¨²¥±¨¢®±²¨ ½²¨µ ¯°®¶¥±±®¢ ¢®§° ±² ¾²,   ¯°¨

±¨¦¥¨¨ { ³¬¥¼¸ ¾²±¿. �»° ¡®²ª  ½²¨µ £®°¬®®¢ ¯°®¨±µ®¤¨² ¢ § ¢¨±¨¬®-

±²¨ ®² ¯®²°¥¡®±²¥© ®°£ ¨§¬  ¢ §°¥«»µ ª«¥²ª µ ª°®¢¨ [1] { [5], [13, 17].
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�°®¶¥±± ¤¥«¥¨¿ ª®¬¬¨²¨°®¢ »µ ª«¥²®ª-¯°¥¤¸¥±²¢¥¨ª®¢ ¯°¨¢®¤¨² ª

²®¬³, ·²®   ª ¦¤®¬ ½² ¯¥ ª«¥²ª¨ ¯¥°¥µ®¤¿² ¢ ª«¥²ª¨ ±«¥¤³¾¹¥£® ²¨¯  (¢

±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ³ª § ®© ±µ¥¬®©), ².¥. ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¨µ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª .

�²¬¥²¨¬, ·²® ¢ ª«¨¨·¥±ª®© ¯° ª²¨ª¥ ®¡»·® ° ±±¬ ²°¨¢ ¾² ¡®«¥¥ ¤¥² «¼-

³¾ ±µ¥¬³ ¯°¥¢° ¹¥¨¿ ª«¥²®ª ®¤®£® ²¨¯  ¢ ª«¥²ª¨ ¯®±«¥¤³¾¹¥£® ²¨¯  (±¬.,

 ¯°¨¬¥°, [2, ±.35], [17, ±.187, 201]). �²® ®§ · ¥², ·²®   °¨±.1 ¬¥¦¤³ ª«¥²ª ¬¨

²¨¯®¢ 3, 4, 5, 6, 7 ¨ §°¥«»¬¨ ª«¥²ª ¬¨ ¬®£³² ¯°¨±³²±²¢®¢ ²¼ ¯°®¬¥¦³²®·-

»¥ ²¨¯» ª«¥²®ª. �  ®¯°¥¤¥«¥®¬ ½² ¯¥ ¯°®«¨´¥°¨°³¾¹¨¥ ª«¥²ª¨ ª®±²®£®

¬®§£  ²¥°¿¾² ±¯®±®¡®±²¼ ª ¤¥«¥¨¾. �¨ ¤®§°¥¢ ¾² (¡¥§ ¤¥«¥¨¿) ¢ ®¯°¥¤¥«¥-

»µ ³· ±²ª µ ª®±²®£® ¬®§£  ¨ ¢»µ®¤¿² § ²¥¬ ¢ ª°®¢¼. �¥®¡µ®¤¨¬® ®²¬¥²¨²¼,

·²® ¥ª®²®° ¿ · ±²¼ ª«¥²®ª ª®±²®£® ¬®§£ ,  · ¢¸¨µ ¯°®«¨´¥° ¶¨¾, ¥ ¤®-

µ®¤¨² ¤® §°¥«»µ ´®°¬,   ¯®£¨¡ ¥² ¢±«¥¤±²¢¨¥ ° §«¨·»µ ¯°¨·¨, ±¢¿§ »µ

± ®±®¡¥®±²¿¬¨ ¨µ ° §¢¨²¨¿ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ (¥½´´¥ª²¨¢»©

£¥¬®¯®½§) [1, ±.108], [5].

�³¹¥±²¢³¥² ¥±ª®«¼ª® ¯®¤µ®¤®¢ ª ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¾ ¯°®¶¥±±  ª°®¢¥²¢®°¥¨¿,

ª®²®°»¥ ¯®¤°®¡® ¨§«®¦¥» ¢ ° ¡®² µ [18] { [32] ¨ ¤°. �°¨ª« ¤ ¿  ¯° ¢«¥-

®±²¼ ½²¨µ ° ¡®² ±¢¿§   ¢ ¯¥°¢³¾ ®·¥°¥¤¼ ± ¨±±«¥¤®¢ ¨¥¬ ¤¨ ¬¨ª¨ ª®¬¬¨²¨-

°®¢ »µ ª«¥²®ª ª®±²®£® ¬®§£  ¯°¨ ° §«¨·»µ § ¡®«¥¢ ¨¿µ, ¨§³·¥¨¥¬ ®±®-

¡¥®±²¥© ¢®±±² ®¢«¥¨¿ ª°®¢¥²¢®°¥¨¿ ¯®±«¥ ®¡«³·¥¨¿, ¢ ³±«®¢¨¿µ ®±²°»µ

ª°®¢®¯®²¥°¼ ¨ ².¤. � ° ª²¥° ¿ ®±®¡¥®±²¼ ¯¥°¥·¨±«¥»µ ¢»¸¥ ° ¡®² ±®-

±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®, ª ª ¯° ¢¨«®, ¢»¤¥«¿¾²±¿ ¥±ª®«¼ª® ²¨¯®¢ ª«¥²®ª ª®±²®£®

¬®§£ , §°¥«»µ ª«¥²®ª ª°®¢¨ ¨ ³·¨²»¢ ¾²±¿ ®²°¨¶ ²¥«¼»¥ (¯®«®¦¨²¥«¼»¥)

®¡° ²»¥ ±¢¿§¨   ±ª®°®±²¨ ¯°®¶¥±±®¢ ¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ª«¥-

²®ª. �«¿ ¯®±²°®¥¨¿ ³° ¢¥¨© ¬®¤¥«¥© ¯°¨¬¥¿¾²±¿ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥ ³° ¢-

¥¨¿ ¢ · ±²»µ ¯°®¨§¢®¤»µ, «¨¡® ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥ ³° ¢¥¨¿ ± ¯®±«¥¤¥©-

±²¢¨¥¬.

�¤®© ¨§  ª²³ «¼»µ § ¤ · ¿¢«¿¥²±¿ ¨±±«¥¤®¢ ¨¥ ¬¥µ ¨§¬®¢ °¥£³«¿¶¨¨

¯°®¶¥±±  ª°®¢¥²¢®°¥¨¿   ³°®¢¥ ±²¢®«®¢»µ ª°®¢¥²¢®°»µ ª«¥²®ª. �²¨ ¬¥-

µ ¨§¬» ®±¿² ±«®¦»© µ ° ª²¥° ¨ ¥ ¿¢«¿¾²±¿ ¯®«®±²¼¾ ¨§³·¥»¬¨. �

· ±²®±²¨, ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥»µ ±¨²³ ¶¨© ¬¥µ ¨§¬» °¥£³«¿¶¨¨ ¯°®¿¢«¿¾²±¿ ¢

¨§¬¥¥¨¨ ±ª®°®±²¥© ¯°®¶¥±±®¢ ¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ��� ¯®¤

¢«¨¿¨¥¬ ° §«¨·»µ ´ ª²®°®¢. �®¤¥«¨°®¢ ¨¾ ½²¨µ ¯°®¶¥±±®¢ ¨ ¯®±¢¿¹¥ 

 ±²®¿¹ ¿ ° ¡®² .

2. � ²¥¬ ²¨·¥±ª ¿ ¬®¤¥«¼ ¯°®¶¥±±  ¯°®¨§¢®¤-

±²¢  §°¥«»µ ª«¥²®ª ª°®¢¨

�³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¯°®«¨´¥°¨°³¾¹¨¥ ª«¥²ª¨ ª®±²®£® ¬®§£   µ®¤¿²±¿

¢ ´ § µ G

1

¨ S+G

2

+M ª«¥²®·®£® ¶¨ª« . �¨±«¥®±²¼ ¯®¯³«¿¶¨© ² ª¨µ ª«¥-

²®ª ®¡®§ ·¨¬ ±®®²¢¥²±²¢¥® ·¥°¥§ x

i

(t) ¨ z

i

(t), 0 � i � n � 2. �¥°¥§ x

n�1

(t)

®¡®§ ·¨¬ ·¨±«¥®±²¼ ¯®¯³«¿¶¨¨ ª«¥²®ª ª®±²®£® ¬®§£ , ¯®²¥°¿¢¸¨µ ±¯®±®¡-

®±²¼ ª ¤¥«¥¨¾,   ·¥°¥§ z

n�1

(t) { ·¨±«¥®±²¼ ¯®¯³«¿¶¨¨ ±®§°¥¢ ¾¹¨µ ª«¥-

²®ª ª®±²®£® ¬®§£ . �¨±«¥®±²¼ ¯®¯³«¿¶¨¨ §°¥«»µ ª«¥²®ª ª°®¢¨ ®¡®§ ·¨¬

ª ª x

n

(t). �¥°¥§ x

n+1

(t) ®¡®§ ·¨¬ ª®¶¥²° ¶¨¾ ¬®«¥ª³« £®°¬® -¯®½²¨ ,
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°¥£³«¨°³¾¹¥£® ¯°®¶¥±±» ¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ¨ ±®§°¥¢ ¨¿ ª«¥²®ª ª®±²®£® ¬®§£ .

�°¨¨¬ ¥¬, ·²® ¤«¨²¥«¼®±²¼ ´ §» S+G

2

+M ¿¢«¿¥²±¿ ¯®±²®¿®© ¨ ° ¢®©

r. �°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¼ ±®§°¥¢ ¨¿ ª«¥²®ª ª®±²®£® ¬®§£  ² ª¦¥ ¯®±²®¿  ¨

° ¢  �. �°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¨ ¢°¥¬¥¨ ¯°¥¡»¢ ¨¿ ¯°®«¨´¥°¨°³¾¹¨µ ª«¥²®ª

° §«¨·»µ ²¨¯®¢ ¢ ´ §¥ G

1

(¡¥§ ³·¥²  ¯¥°¥µ®¤  ¢ S + G

2

+ M), ¯°®¤®«¦¨-

²¥«¼®±²¨ ¢°¥¬¥¨ ¦¨§¨ ª«¥²®ª, ¯®²¥°¿¢¸¨µ ±¯®±®¡®±²¼ ª ¤¥«¥¨¾, §°¥«»µ

ª«¥²®ª ª°®¢¨,   ² ª¦¥ ¬®«¥ª³« £®°¬® -¯®½²¨  ¡³¤¥¬ § ¤ ¢ ²¼ ´³ª¶¨¿¬¨

¢»¦¨¢ ¥¬®±²¨ R

i

(a) =

�

i

R

a

p

i

(s)ds; 0 � a � �

i

; 1 � i � n + 1: �¤¥±¼ 0 < �

i

<1 {

¬ ª±¨¬ «¼ ¿ ¯°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¼ ¢°¥¬¥¨ ¯°¥¡»¢ ¨¿ ¢ ´ §¥ G

1

¯°®«¨´¥°¨-

°³¾¹¨µ ª«¥²®ª, ¯® ¤®±²¨¦¥¨¨ ª®²®°®© ®¨ ¯®£¨¡ ¾², ¥ ®±² ¢«¿¿ ¯®²®¬±²¢ ,

1 � i � n� 2. �«¿ i = n� 1; n; n+1 ¯ ° ¬¥²°» 0 < �

i

<1 § ¤ ¾² ¬ ª±¨¬ «¼-

³¾ ¯°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¼ ¢°¥¬¥¨ ¦¨§¨ ª«¥²®ª, ¯®²¥°¿¢¸¨µ ±¯®±®¡®±²¼ ª ¤¥-

«¥¨¾, §°¥«»µ ª«¥²®ª ª°®¢¨,   ² ª¦¥ ¬®«¥ª³« £®°¬® -¯®½²¨ . �°¥¤¯®« £ ¥¬,

·²® R

i

(0) = 1; R

i

(a) = 0 ¯°¨ a � �

i

, ´³ª¶¨¿ p

i

(a) ®§ · ¥² ¨²¥±¨¢®±²¼ £¨-

¡¥«¨ ª«¥²®ª ¨ ¬®«¥ª³« £®°¬® -¯®½²¨  ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¢®§° ±² , 0 � a � �

i

,

1 � i � n + 1. �°¨¨¬ ¥¬ ² ª¦¥, ·²® ¢®§¬®¦  £¨¡¥«¼ §°¥«»µ ª«¥²®ª ª°®¢¨

¨ ¬®«¥ª³« £®°¬® -¯®½²¨  §  ±·¥² ¥ § ¢¨±¿¹¨µ ®² ¨µ ¢®§° ±²  ´ ª²®°®¢.

�²¥±¨¢®±²¨ ² ª®© £¨¡¥«¨ ¡³¤¥¬ § ¤ ¢ ²¼ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ �

n

¨ �

n+1

.

�°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® ¤«¿ ´¨ª±¨°®¢ ®£® 0 � j � n � 2 ¨²¥±¨¢®±²¼

¯¥°¥µ®¤  ª«¥²®ª j { £® ²¨¯  ¨§ ´ §» G

1

¢ ´ §³ S + G

2

+ M ¨¬¥¥² ¢¨¤:

(�

j

+ �

j

x

n+1

(t))x

j

(t). �²  ¨²¥±¨¢®±²¼ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢ ®±®¢®¬ £®°¬®®¬-

¯®½²¨®¬, ¢»° ¡ ²»¢ ¥¬»¬ ¯® ¯°¨¶¨¯³ ®²°¨¶ ²¥«¼®© ®¡° ²®© ±¢¿§¨. � ° -

¬¥²°» �

j

³·¨²»¢ ¾² ¢«¨¿¨¥   ½²®² ¯°®¶¥±± ²¥µ ´ ª²®°®¢, ª®²®°»¥ ¢ ¬®¤¥«¨

¿¢® ¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿. �«¥²ª¨ j { £® ²¨¯ , ¯®±²³¯¨¢¸¨¥ ¢ ´ §³ S+G

2

+M ,

¯°¥¡»¢ ¾² ² ¬ ¢°¥¬¿ r, ¯®±«¥ ·¥£® ¤¥«¿²±¿ ¨ ®¡° §³¾² ª«¥²ª¨ j +1 { £® ²¨¯ 

³«¥¢®£® ¢®§° ±² . �³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¢ ²¥·¥¨¥ ³ª § ®£® ®²°¥§ª  ¢°¥-

¬¥¨ ¢®§¬®¦» ¯®²¥°¨ ª«¥²®ª ± ¨²¥±¨¢®±²¼¾ �

j

. �¡®§ ·¨¬ �

j

= exp(��

j

� ).

�¡¹¥¥ ª®«¨·¥±²¢® ª«¥²®ª j { £® ²¨¯  ¢ ´ §¥ S + G

2

+M ¡³¤¥¬ § ¤ ¢ ²¼ ´®°-

¬³«®©:

z

j

(t) =

r

Z

0

e

��

j

s

(�

j

+ �

j

x

n+1

(t� s)) x

j

(t� s)ds; 0 � j � n� 2; t � 0: (1a)

�°¨ j = 0 ¯¥°¥¬¥ ¿ x

0

(t) ®§ · ¥² ¢ (1a) ·¨±«¥®±²¼ ±²¢®«®¢»µ ª°®¢¥²¢®°-

»µ ª«¥²®ª, ª®²®° ¿ ¢ ¤ ®© ¬®¤¥«¨ ¯°¨¿²  ¯®±²®¿®©, x

0

(t) = S

�

> 0,

t � 0. �»¡®° ¯ ° ¬¥²°  �

0

= 0 ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ® ²®¬, ·²®

£®°¬®-¯®½²¨ ¥ ¢«¨¿¥²   ¨²¥±¨¢®±²¼ ¯°®¶¥±±®¢ ¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ¨ ¤¨´-

´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ±²¢®«®¢»µ ª°®¢¥²¢®°»µ ª«¥²®ª. � ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ (�

0

> 0)

¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ² ª®¥ ¢«¨¿¨¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²®.

�«¥²ª¨, ¯®²¥°¿¢¸¨¥ ±¯®±®¡®±²¼ ª ¤¥«¥¨¾, ¯°¥¢° ¹ ¾²±¿ (¡¥§ ¤¥«¥¨¿)

¢ ±®§°¥¢ ¾¹¨¥ ª«¥²ª¨ ª®±²®£® ¬®§£ , ª®²®°»¥ § ²¥¬ ±² ®¢¿²±¿ §°¥«»¬¨

ª«¥²ª ¬¨ ª°®¢¨. �²¥±¨¢®±²¼ ¯¥°¥µ®¤  ª«¥²®ª, ¯®²¥°¿¢¸¨µ ±¯®±®¡®±²¼ ª

¤¥«¥¨¾, ¢ ±®§°¥¢ ¾¹¨¥ ª«¥²ª¨ ª®±²®£® ¬®§£  ¡³¤¥¬ § ¤ ¢ ²¼ ¢»° ¦¥¨¥¬

(�

n�1

+ �

n�1

x

n+1

(t))x

n�1

(t); ª®²®°®¥ ³·¨²»¢ ¥² ¢«¨¿¨¥   ½²®² ¯°®¶¥±± ª ª
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£®°¬® -¯®½²¨ , ² ª ¨ ¤°³£¨µ ´ ª²®°®¢. �«¥²ª¨,  · ¢¸¨¥ ¯°®¶¥±± ±®§°¥¢ -

¨¿, ·¥°¥§ ¢°¥¬¿ � ¯°¥¢° ¹ ¾²±¿ ¢ §°¥«»¥ ª«¥²ª¨ ª°®¢¨ ³«¥¢®£® ¢®§° ±² .

�³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¢ ²¥·¥¨¥ ®²°¥§ª  ¢°¥¬¥¨ ¤«¨²¥«¼®±²¼¾ � ¢®§-

¬®¦» ¯®²¥°¨ ª«¥²®ª ± ¨²¥±¨¢®±²¼¾ �

n�1

. �®«®¦¨¬ �

n�1

= exp(��

n�1

�).

�¡¹¥¥ ª®«¨·¥±²¢® ±®§°¥¢ ¾¹¨µ ª«¥²®ª ª®±²®£® ¬®§£  § ¤ ¤¨¬ ´®°¬³«®©:

z

n�1

(t) =

�

Z

0

e

��

n�1

s

(�

n�1

+ �

n�1

x

n+1

(t� s)) x

n�1

(t� s)ds; t � 0: (1b)

�°¨¬¥¬,  ª®¥¶, ·²® ¢»° ¡®²ª  £®°¬® -¯®½²¨  ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¯® ¯°¨-

¶¨¯³ ®²°¨¶ ²¥«¼®© ®¡° ²®© ±¢¿§¨ ± ³·¥²®¬ ¥ª®²®°®£® § ¯ §¤»¢ ¨¿ ! > 0

¨ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ´³ª¶¨¥© g(x

n

(t� !)).

�±¯®«¼§³¿ ¯®¤µ®¤, ¯°¥¤«®¦¥»© ¢ ° ¡®²¥ [33], ¯°¨µ®¤¨¬ ª ³° ¢¥¨¿¬:

_x

1

(t) = 2�

0

(�

0

+ �

0

x

n+1

(t� r))x

0

(t� r) � (�

1

+ �

1

x

n+1

(t))x

1

(t)� (�x)

1

(t);

_x

2

(t) = 2�

1

(�

1

+ �

1

x

n+1

(t� r))x

1

(t� r) � (�

2

+ �

2

x

n+1

(t))x

2

(t)� (�x)

2

(t);

_x

j

(t) = 2�

j�1

(�

j�1

+ �

j�1

x

n+1

(t� r))x

j�1

(t� r) �

� (�

j

+ �

j

x

n+1

(t))x

j

(t)� (�x)

j

(t);

j = 3; 4; : : : ; n� 2;

_x

n�1

(t) = 2�

n�2

(�

n�2

+ �

n�2

x

n+1

(t� r))x

n�2

(t� r) �

� (�

n�1

+ �

n�1

x

n+1

(t))x

n�1

(t)� (�x)

n�1

(t);

_x

n

(t) = �

n�1

(�

n�1

+ �

n�1

x

n+1

(t� �))x

n�1

(t� �) � �

n

x

n

(t)� (�x)

n

(t);

_x

n+1

(t) = g(x

n

(t� !))� �

n+1

x

n+1

(t)� (�x)

n+1

(t); t � 0: (2)

�¯¥° ²®°» (�x)

i

(t), ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ (2), ¨¬¥¾² ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤:

(�x)

i

(t) = e

�

t

R

0

(�

i

+�

i

x

n+1

(s))ds

�

i

�t

Z

0

'

i

(a)p

i

(a+ t)da +

+ 2�

i�1

t

Z

0

e

�

t

R

t�a

(�

i

+�

i

x

n+1

(s))ds

(�

i�1

+ �

i�1

x

n+1

(t� r � a)) x

i�1

(t� r � a)p

i

(a)da;

0 � t � �

i

;

(�x)

i

(t) = 2�

i�1

�

i

Z

0

e

�

t

R

t�a

(�

i

+�

i

x

n+1

(s))ds

(�

i�1

+�

i�1

x

n+1

(t�r�a)) x

i�1

(t�r�a)p

i

(a)da;

t � �

i

i = 1; 2; : : : ; n� 1:
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�«¿ i = n; n+ 1 (�x)

i

(t) § ¤ ¾²±¿ ´®°¬³« ¬¨:

(�x)

n

(t) = e

��

n

t

�

n

�t

Z

0

'

n

(a)p

n

(a+ t)da +

+�

n�1

t

Z

0

e

��

n

s

(�

n�1

+ �

n�1

x

n+1

(t� �� s)) x

n�1

(t� � � s)p

n

(s)ds; 0 � t � �

n

;

(�x)

n

(t) = �

n�1

�

n

Z

0

e

��

n

s

(�

n�1

+�

n�1

x

n+1

(t���s)) x

n�1

(t���s)p

n

(s)ds; t � �

n

;

(�x)

n+1

(t) = e

��

n+1

t

�

n+1

�t

Z

0

'

n+1

(a)p

n+1

(a+ t)da +

+

t

Z

0

e

��

n+1

a

g(x

n

(t� ! � a))p

n+1

(a)da; 0 � t � �

n+1

;

(�x)

n+1

(t) =

�

n+1

Z

0

e

��

n+1

a

g(x

n

(t� ! � a))p

n+1

(a)da; t � �

n+1

:

� ¯°¨¢¥¤¥»µ ´®°¬³« µ ´³ª¶¨¨ '

i

(s) § ¤ ¾² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯® ¢®§° ±²³

¯¥°¢® · «¼® ±³¹¥±²¢³¾¹¨µ ª«¥²®ª i { £® ²¨¯  ² ª, ·²® ¨µ  · «¼ ¿ ·¨±«¥-

®±²¼ ± ³·¥²®¬ ¢»¦¨¢ ¥¬®±²¨ ° ¢  x

0

i

=

�

i

R

0

R

i

(s)'

i

(s)ds; 1 � i � n: � · «¼-

 ¿ ª®¶¥²° ¶¨¿ ¬®«¥ª³« £®°¬®  { ¯®½²¨  § ¤ ¥²±¿   «®£¨·®© ´®°¬³«®©

x

0

n+1

=

�

n+1

R

0

R

n+1

(s)'

n+1

(s)ds.

�±¥ ´³ª¶¨¨, ¨±¯®«¼§³¥¬»¥ ¢ ³° ¢¥¨¿µ (1), (2), ¯°¨¿²» ¥®²°¨¶ ²¥«¼-

»¬¨ ¨ ¥¯°¥°»¢»¬¨ ¢ ±¢®¨µ ®¡« ±²¿µ ®¯°¥¤¥«¥¨¿. �°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® g(u)

¿¢«¿¥²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼®©, ¥¯°¥°»¢®©, ¥¢®§° ±² ¾¹¥© ¯°¨ 0 � u <1 ´³ª-

¶¨¥©, ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾ �¨¯¸¨¶    ½²®¬ ¯°®¬¥¦³²ª¥ ¨ g(u) ! 0 ¯°¨

u! +1. �±¥ ¯ ° ¬¥²°», ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ ³° ¢¥¨¿ (1), (2), ¯°¨¿²» ¯®«®¦¨²¥«¼-

»¬¨, §  ¨±ª«¾·¥¨¥¬ �

0

� 0, �

j

� 0, 0 � j � n � 1. �°®¨§¢®¤»¥ ¢ ±¨±²¥¬¥

(2) ¯®¨¬ ¾²±¿ ª ª ¯° ¢®±²®°®¨¥ ¯°®¨§¢®¤»¥.

�¨±²¥¬  (2) ¤®¯®«¿¥²±¿  · «¼»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨

x

i

(t) =  

i

(t); �r � t � 0; i = 1; 2; : : : ; n� 2; n+ 1;

x

n�1

(t) =  

n�1

(t); �� � t � 0; x

n

(t) =  

n

(t); �! � t � 0: (3)

�°¨¿²®, ·²®  

i

(0) =

�

i

R

0

R

i

(s)'

i

(s)ds; 1 � i � n+1: �±¥ ´³ª¶¨¨, ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ (3),

¯°¥¤¯®« £ ¾²±¿ ¥®²°¨¶ ²¥«¼»¬¨ ¨ ¥¯°¥°»¢»¬¨. �¨ ®¯°¥¤¥«¿¾²  · «¼-

³¾ ·¨±«¥®±²¼ ª«¥²®ª ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ²¨¯®¢ ¨  · «¼³¾ ª®¶¥²° ¶¨¾

¬®«¥ª³« £®°¬®  { ¯®½²¨ .
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�«¿ ¤ «¼¥©¸¥£® ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ±¨±²¥¬³ (2) ¯°¥®¡° §³¥¬ ª ±¨±²¥¬¥ ¨²¥-

£° «¼»µ ³° ¢¥¨©, ¨±¯®«¼§³¿ ¯®¤µ®¤, ®¯¨± »© ¢ [33]. �° ¢¥¨¿ ¤«¿ x

i

(t)

¡³¤³² ¨¬¥²¼ ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤:

x

i

(t) = e

�

t

R

0

(�

i

+�

i

x

n+1

(s))ds

�

i

Z

min(t;�

i

)

R

i

(a)'

i

(a� t)da +

+ 2�

i�1

min(t;�

i

)

Z

0

R

i

(a) e

�

t

R

t�a

(�

i

+�

i

x

n+1

(s))ds

(�

i�1

+�

i�1

x

n+1

(t�r�a)) x

i�1

(t�r�a)da;

i = 1; 2; : : : ; n� 1;

x

n

(t) = e

��

n

t

�

n

Z

min(t;�

n

)

R

n

(a)'

n

(a� t)da +

+�

n�1

min(t;�

n

)

Z

0

R

n

(a) e

��

n

a

(�

n�1

+ �

n�1

x

n+1

(t� r � a)) x

n�1

(t� r � a)da;

x

n+1

(t) = e

��

n+1

t

�

n+1

Z

min(t;�

n+1

)

R

n+1

(a)'

n+1

(a� t)da +

+

min(t;�

n+1

)

Z

0

R

n+1

(a) e

��

n+1

a

g(x

n

(t� ! � a))da; t � 0: (4)

�§ ¯®±«¥¤¥£® ³° ¢¥¨¿ ¢ (4) ¢¨¤®, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ¯®«®¦¨²¥«¼ ¿ ª®-

±² ² , ®£° ¨·¨¢ ¾¹ ¿ ±¢¥°µ³ ¯¥°¥¬¥³¾ x

n+1

(t). �²±¾¤  ¬®¦® § ¬¥²¨²¼,

·²® ´³ª¶¨¨, ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ ¯° ¢³¾ · ±²¼ (4), ¬ ¦®°¨°³¾²±¿ «¨¥©»¬¨ ´³ª¶¨-

¿¬¨. �°®¬¥ ²®£®, ®¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¾ �¨¯¸¨¶ . �°¨¬¥¿¿ °¥§³«¼² ²»

° ¡®²» [34], ¥²°³¤® ¯®ª § ²¼, ·²® ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© ¬®¤¥«¨ (1), (4) ±  · «¼-

»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ (3) ¨¬¥¥² ¨ ¯°¨²®¬ ¥¤¨±²¢¥®¥ ¥®²°¨¶ ²¥«¼®¥ °¥¸¥¨¥,

®¯°¥¤¥«¥®¥   [0;1).

�®ª ¦¥¬ ¤ «¥¥, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ¯°¨²®¬ ²®«¼ª® ®¤® ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ ±² -

¶¨® °®¥ (¯®±²®¿®¥) °¥¸¥¨¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¬®¤¥«¨. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²®

°¥¸¥¨¥ ¬®¤¥«¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤

 

i

(t) = w

i

; �r � t � 0; x

i

(t) = w

i

= const � 0; 1 � i � n+ 1;

z

j

(t) = z

j

= const � 0; 1 � j � n� 1; 0 � t <1:

�¡®§ ·¨¬ ��

j

=

�

j

R

0

R

j

(a) exp(��

j

a)da, j = n; n + 1. �§ (1) ¨ (4) ¯®«³· ¥¬, ·²®

¯¥°¥¬¥»¥ w

i

; 1 � i � n + 1 ¤®«¦» ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ±¨±²¥¬¥ ³° ¢¥¨©:
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w

i

= 2 �

i�1

�

i

Z

0

R

i

(a) e

�(�

i

+�

i

w

n+1

)a

da (�

i�1

+ �

i�1

w

n+1

) w

i�1

; 1 � i � n� 1;

w

n

= ��

n

�

n�1

(�

n�1

+ �

n�1

w

n+1

) w

n�1

;

w

n+1

= ��

n+1

g(w

n

): (5)

�«¿  µ®¦¤¥¨¿ ¥®²°¨¶ ²¥«¼»µ °¥¸¥¨© ±¨±²¥¬» (5) ¢»¯®«¨¬ ¥ª®²®°»¥

¯°¥®¡° §®¢ ¨¿. �²¬¥²¨¬, ·²® w

0

= S

�

> 0. �¡®§ ·¨¬

F

i

(w

n+1

) = �

i

(�

i

+ �

i

w

n+1

)

�

i

Z

0

R

i

(a) e

�(�

i

+�

i

w

n+1

)a

da =

= �

i

(1 �

�

i

Z

0

p

i

(a) e

�(�

i

+�

i

w

n+1

)a

da); 1 � i � n� 1: (6)

�»° ¦ ¿ w

n

·¥°¥§ ®±² «¼»¥ ¯¥°¥¬¥»¥, ¯°¨µ®¤¨¬ ª ³° ¢¥¨¾

w

n

= 2

n�1

��

n

�

0

(�

0

+ �

0

w

n+1

) S

�

n�1

Y

i=1

F

i

(w

n+1

); (7)

ª®²®°®¥ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±®¢¬¥±²® ± ³° ¢¥¨¥¬ ¤«¿ w

n+1

¨§ ±¨±²¥¬»

(5). �¬¥¥¬, ·²® F

i

(w

n+1

) { ¥¯°¥°»¢ ¿, ¬®®²®® ¢®§° ±² ¾¹ ¿ ´³ª¶¨¿

¯¥°¥¬¥®© w

n+1

� 0, 1 � i � n�1. �°®¬¥ ²®£®, ¯® ³±«®¢¨¾ g(u) { ¥¯°¥°»¢ ¿

¨ ¥¢®§° ±² ¾¹ ¿ ¯°¨ u � 0 ´³ª¶¨¿. �®¤±² ¢«¿¿ (5) ¢ (7), ¯®«³· ¥¬ ³° ¢¥¨¥

¢¨¤  w

n

= F (w

n

), ¢ ª®²®°®¬ ¥®²°¨¶ ²¥«¼ ¿, ¥¯°¥°»¢ ¿ ´³ª¶¨¿ F (w

n

)

®¯°¥¤¥«¥  ¤«¿ ¢±¥µ w

n

� 0, ¿¢«¿¥²±¿ ¥¢®§° ±² ¾¹¥© ¨ F (0) > 0. �²±¾¤ 

±«¥¤³¥², ·²® ±³¹¥±²¢³¥² °®¢® ®¤® °¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬» (5) ± ¯®«®¦¨²¥«¼»¬¨

ª®¬¯®¥² ¬¨ x

�

i

> 0, 1 � i � n+ 1.

�°¨¬¥¬ ¤ «¥¥, ·²® ¢®§° ±²®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯¥°¢® · «¼® ±³¹¥±²¢³¾¹¨µ

ª«¥²®ª ¨ ¬®«¥ª³« £®°¬®  { ¯®½²¨  ² ª®¢®, ·²®

'

i

(s) = 2�

i�1

(�

i�1

+ �

i�1

x

�

n+1

)x

�

i�1

exp(�(�

i

+ �

i

x

�

n+1

)s);

0 � s � �

i

; 1 � i � n� 1;

'

n

(s) = �

n�1

(�

n�1

+ �

n�1

x

�

n+1

)x

�

n�1

exp(��

n

s); 0 � s � �

n

; (8)

'

n+1

(s) = g(x

�

n

) exp(��

n+1

s); 0 � s � �

n+1

;

�¥²°³¤® ¯®ª § ²¼, ·²® ¯°¨ ² ª®¬ ¢»¡®°¥ ´³ª¶¨© '

i

(s), 1 � i � n+1 ¨ ±®®²-

¢¥²±²¢³¾¹¥¬ § ¤ ¨¨  · «¼»µ ³±«®¢¨© (3) ³° ¢¥¨¿ ¬®¤¥«¨ (1), (4) ¨¬¥¾²

¥¤¨±²¢¥®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ ¯®±²®¿®¥ (±² ¶¨® °®¥) °¥¸¥¨¥ ± ª®¬¯®¥-

² ¬¨

x

i

(t) = x

�

i

; 1 � i � n+ 1; z

j

(t) = z

�

j

= d

j

(�

j

+ �

j

x

�

n+1

) x

�

j

; 1 � j � n� 1; t � 0;



� ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°» ¨ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¥. 1998. �»¯. 2. 101

£¤¥ d

j

=

�

R

0

exp(��

j

s)ds, 1 � j � n� 2, d

n�1

=

�

R

0

exp(��

n�1

s)ds.

�®±²°®¥ ¿ ¬®¤¥«¼ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢   ¤«¿ ¨§³·¥¨¿ ¤¨ ¬¨ª¨ ¯°®-

¶¥±±  ª°®¢¥²¢®°¥¨¿ ¯°¨ ° §«¨·»µ § ¡®«¥¢ ¨¿µ, ±¢¿§ »µ ±  °³¸¥¨¿¬¨

½²®£® ¯°®¶¥±± . �²°³ª²³°  ³° ¢¥¨© ¬®¤¥«¨ ¯°¥¤¯®« £ ¥²  «¨·¨¥ ¥±ª®«¼-

ª¨µ ²¨¯®¢ ª«¥²®ª ± ³·¥²®¬ ¨µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯® ´ § ¬ ª«¥²®·®£® ¶¨ª« . � ±-

±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ±®§°¥¢ ¾¹¨¥ ¨ §°¥«»¥ ª«¥²ª¨ ª°®¢¨,   ² ª¦¥ ®±®¢®© °¥£³-

«¨°³¾¹¨© ´ ª²®° ¯°®¶¥±±  ª°®¢¥²¢®°¥¨¿ { £®°¬®-¯®½²¨. �°¥¤¯®« £ ¥²±¿

¢®§¬®¦®±²¼ £¨¡¥«¨ ª«¥²®ª §  ±·¥² ° §«¨·»µ ´ ª²®°®¢, ·²® ®²° ¦¥® ¢ ¯ ° -

¬¥²° µ ¬®¤¥«¨. � ¯®¬¨¬, ·²® ¤«¿ 1 � j � n� 2 ¯¥°¥¬¥»¥ z

j

(t) ®¯¨±»¢ ¾²

·¨±«¥®±²¨ ¯®¯³«¿¶¨© ª«¥²®ª,  µ®¤¿¹¨µ±¿ ¢ S+G

2

+M ´ §¥ ª«¥²®·®£® ¶¨-

ª« , ¨ ®²° ¦ ¾² ¯°®«¨´¥°¨°³¾¹¨© ¯³« ª«¥²®ª ª®±²®£® ¬®§£ , ª®²®°»© ¯®¤-

¤ ¥²±¿ ·¨±«®¢®© ®¶¥ª¥ ± ¯®¬®¹¼¾ ±¯¥¶¨ «¼»µ ¬¥²®¤®¢ (±¬.,  ¯°¨¬¥°, [17,

±.175]). �¥°¥¬¥»¥ z

n�1

(t), x

n

(t), x

n+1

(t) ² ª¦¥ ¯®¤¤ ¾²±¿ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®¬³

¨§¬¥°¥¨¾. �²® ®§ · ¥², ·²® ¯°¥¤«®¦¥ ¿ ¬®¤¥«¼ ¬®¦¥² À ±²° ¨¢ ²¼±¿Á

¯®¤ ®¯°¥¤¥«¥³¾ § ¤ ·³, ±¢¿§ ³¾ ± ¨±±«¥¤®¢ ¨¥¬ ¥ª®²®°»µ § ª®®¬¥°®-

±²¥© ¯°®¶¥±±  ª°®¢¥²¢®°¥¨¿ ¨ ®¡° ¡®²ª®© ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»µ (ª«¨¨·¥±ª¨µ)

¤ »µ.

3. �®¤¥«¨°®¢ ¨¥ § ¡®«¥¢ ¨©, ±¢¿§ »µ ±

½°¨²°®¨¤®© «¨¨¥© ª°®¢¥²¢®°¥¨¿

� ¨¡®«¥¥ ¬®¹»¬ °¥£³«¿²®°®¬ ½°¨²°®¯®½§  (¯°®¶¥±±  ®¡° §®¢ ¨¿ ½°¨²°®¶¨-

²®¢) ¿¢«¿¥²±¿ ª®«¨·¥±²¢® ª¨±«®°®¤  O

T

2

, ¯®¤¢®¤¨¬®£® ½°¨²°®¶¨² ¬¨ ª ° §«¨·-

»¬ ²ª ¿¬ ®°£ ¨§¬  [3]. �¥£³«¿¶¨¿ ½°¨²°®¯®½§  ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾

±¯¥¶¨ «¼®£® £®°¬®  { ½°¨²°®¯®½²¨ . �°¨²°®¯®½²¨ ¿¢«¿¥²±¿ ´¨§¨®«®£¨·¥-

±ª¨¬ °¥£³«¿²®°®¬ ½°¨²°®¯®½§ , ®¡¥±¯¥·¨¢ ¾¹¨¬ ¯®±²®¿±²¢® ª«¥²®ª ½°¨²°®-

¨¤®£® °¿¤  ª ª ¢ ®°¬ «¼»µ ³±«®¢¨¿µ, ² ª ¨ ¯°¨ ½ª±²°¥¬ «¼»µ ±¨²³ ¶¨¿µ.

�²¥±¨¢®±²¼ ¢»° ¡®²ª¨ ½°¨²°®¯®½²¨  ¯®¢»¸ ¥²±¿ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ «¾¡®£®

´ ª²®° , ±¨¦ ¾¹¥£® ª®«¨·¥±²¢® O

T

2

, ¤®±² ¢«¿¥¬®£® ²ª ¿¬ ®°£ ¨§¬ . � ®-

¡®°®², ¯°¨ ¯®¢»¸¥¨¨ O

T

2

½²  ¨²¥±¨¢®±²¼ ¯®¨¦ ¥²±¿. �°¨²°®¯®½²¨ ¢»-

° ¡ ²»¢ ¥²±¿ ¢ ®±®¢®¬ ¯°¨ ³· ±²¨¨ ¯®·¥ª, µ®²¿ ±³¹¥±²¢³¾² ¨ ¢¥¯®·¥·»¥

¨±²®·¨ª¨ ½°¨²°®¯®½²¨ . �¥«¨·¨ O

T

2

®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¥±ª®«¼ª¨¬¨ ´ ª²®° ¬¨,

±°¥¤¨ ª®²®°»µ ¢»¤¥«¨¬ ±«¥¤³¾¹¨¥: ° ¡®²  «¥£ª¨µ ¯® ± ¡¦¥¨¾ ½°¨²°®¶¨²®¢

ª¨±«®°®¤®¬, ®¡¹¥¥ ±®¤¥°¦ ¨¥ £¥¬®£«®¡¨  ¢® ¢±¥µ ½°¨²°®¶¨² µ ¨ ±®±²®¿¨¥

± ¬®£® £¥¬®£«®¡¨ . �°¨¬¥¬ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬, ·²® O

T

2

= k x

n

, £¤¥ x

n

{ ·¨±«¥-

®±²¼ ½°¨²°®¶¨²®¢, k > 0 { ª®½´´¨¶¨¥² ¯°®¯®°¶¨® «¼®±²¨, ³·¨²»¢ ¾¹¨©

° ¡®²³ «¥£ª¨µ ¨ ±®±²®¿¨¥ £¥¬®£«®¡¨ .

�±¯®«¼§³¥¬ ¯®±²°®¥³¾ ¬®¤¥«¼ ¤«¿ ¨¬¨² ¶¨¨ ¥ª®²®°»µ § ¡®«¥¢ ¨© ¢

±¨±²¥¬¥ ½°¨²°®¯®½§ , ¢ · ±²®±²¨, ² ª¨µ § ¡®«¥¢ ¨©, ª ª  ¥¬¨¨ ¨ ½°¨²°®-

¶¨²®§. �±®¢ ¿ ¶¥«¼ ½²®£® ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ±®±²®¨² ¢ ¨§³·¥¨¨ ¢«¨¿¨¿ £®°¬® 

{ ½°¨²°®¯®½²¨    ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª³ ���. �¥²®¤¨ª  ° ¡®²» ±®±²®¨² ¢ ±«¥-

¤³¾¹¥¬. �»¸¥ ¯®ª § ®, ·²® ª ¦¤®¬³  ¡®°³ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¬®¤¥«¨ fNg ±®®²-

¢¥²±²¢³¥² °®¢® ®¤® ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ ±² ¶¨® °®¥ °¥¸¥¨¥ x

�

; z

�

. �²® °¥¸¥-
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¨¥ ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ¥ª®²®°®¥ ° ¢®¢¥±®¥ ±®±²®¿¨¥ ¯°®¶¥±±  ª°®-

¢¥²¢®°¥¨¿, ¯°¨ ª®²®°®¬ ·¨±«¥®±²¨ ª«¥²®ª ¢±¥µ ²¨¯®¢ ¯®¤¤¥°¦¨¢ ¾²±¿  

®¯°¥¤¥«¥»µ ³°®¢¿µ, «¨¡® ±®¢¥°¸ ¾² ª®«¥¡ ¨¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ½²¨µ ³°®¢¥©.

�³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ² ª¨¥ ª®«¥¡ ¨¿, ¥±«¨ ®¨ ±³¹¥±²¢³¾², ¨¬¥¾² ¤®±² -

²®·® ¬ «³¾  ¬¯«¨²³¤³ ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ³°®¢¿¬¨ x

�

; z

�

. � «¥¥ ¡³¤¥¬ ¨§¬¥¿²¼

¥ª®²®°»¥ ¨§ ¯ ° ¬¥²°®¢, ¢µ®¤¿¹¨µ ¢  ¡®° fNg, ¨ ¨§³· ²¼ § ¢¨±¨¬®±²¼ x

�

; z

�

®² ½²¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢. � ¦¤®¥ ¨§¬¥¥¨¥ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¨§ fNg ¯°¨¢®¤¨² ª ®¢»¬

³°®¢¿¬ x

�

(1); z

�

(1), ª®²®°»¥ ¨²¥°¯°¥²¨°³¾²±¿ ª ª ±®±²®¿¨¿ ½°¨²°®¯®½§ 

¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥»µ § ¡®«¥¢ ¨¿µ. �¤¥±¼ ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ³° ¢¥¨¿ ¤«¿ ±² -

¶¨® °»µ § ·¥¨© x

n

¨ x

n+1

. �§ (5) ¨ (7) ¨¬¥¥¬:

x

n+1

= ��

n+1

g(kx

n

); (9)

x

n

= f(x

n+1

; ) = 2

n�1

��

n

�

0

(�

0

+ �

0

x

n+1

) S

�

n�1

Y

i=1

F

i

(x

n+1

); (10)

£¤¥ ´³ª¶¨¨ F

i

(x

n+1

) § ¤ » ´®°¬³« ¬¨ (6). � ¢¨±¨¬®±²¼ f(x

n+1

; ) ¯®¤·¥°ª¨-

¢ ¥², ·²® ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ¢ (10) ±®¤¥°¦¨² ¯ ° ¬¥²°»  2 fNg. � ª ¦¤®¬ ª®ª°¥²-

®¬ ±«³· ¥ ¡³¤¥¬ ¿¢® ¢»¤¥«¿²¼ ²®² ¨«¨ ¨®© ¯ ° ¬¥²° (£°³¯¯³ ¯ ° ¬¥²°®¢).

� ¯®¬¨¬, ·²® ¨¹³²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ °¥¸¥¨¿ ±¨±²¥¬» (9), (10). �±µ®¤¿ ¨§

±¨±²¥¬» (9), (10), ±° ¢¨¢ ¾²±¿ ±®®²®¸¥¨¿ ¬¥¦¤³ x

�

; z

�

¨ x

�

(1); z

�

(1), ª®²®-

°»¥ ±®¯®±² ¢«¿¾²±¿ ± ®¯¨± ¨¥¬ ¯®¢¥¤¥¨¿ ·¨±«¥®±²¥© ½°¨²°®¨¤»µ ª«¥²®ª

¯°¨ ¨¬¨²¨°³¥¬»µ § ¡®«¥¢ ¨¿µ [1, 2, 17, 35]. � ª®¥ ±®¯®±² ¢«¥¨¥ ¯°®¢®¤¨²±¿ ¢

¯°¥¤¯®«®¦¥¨¨, ·²® ½°¨²°®¯®½²¨ ¥ ³· ±²¢³¥² ¢ ¯°®¶¥±±¥ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨

��� (�

0

= 0) «¨¡® ¯°¨¨¬ ¥² ³· ±²¨¥ ¢ ½²®¬ ¯°®¶¥±±¥ (�

0

> 0). �²¬¥²¨¬,

·²® ±®¯®±² ¢«¥¨¥ ¯°®¢®¤¨²±¿   ª ·¥±²¢¥®¬ ³°®¢¥,   ¯®«³· ¥¬»¥ ¢»¢®¤»

±¯° ¢¥¤«¨¢» ¤«¿ «¾¡®£® ³ª § ®£® ¢»¸¥  ¡®°  ¯ ° ¬¥²°®¢ ¬®¤¥«¨ fNg.

3.1. �¬¨² ¶¨¿  ³²®¨¬¬³®© £¥¬®«¨²¨·¥±ª®©  ¥¬¨¨

� ª®¥ § ¡®«¥¢ ¨¥ ±¢¿§ ® ± ³¬¥¼¸¥¨¥¬ ª®«¨·¥±²¢  ½°¨²°®¶¨²®¢ ¢±«¥¤±²¢¨¥

¨µ ° §°³¸¥¨¿  ³²® ²¨²¥« ¬¨. �³²® ²¨²¥«  ¯®° ¦ ¾² ½°¨²°®¶¨²» ¥§ ¢¨-

±¨¬® ®² ¨µ ¢®§° ±² . �®½²®¬³ ¡®«¼¸¨±²¢® ¨§ ½°¨²°®¶¨²®¢ ¥ ¤®¦¨¢ ¥² ¤®

¯°¥¤¥«¼®£® ¢®§° ±² . � ®²¢¥²   ¯®¢»¸¥®¥ ° §°³¸¥¨¥ ½°¨²°®¶¨²®¢ °¥§ª®

³±¨«¨¢ ¥²±¿ ½°¨²°®¯®½§. �®±²»© ¬®§£ ®²¢¥· ¥² ½°¨²°®¨¤®© £¨¯¥°¯« §¨¥©,

®¡³±«®¢«¥®© ³¢¥«¨·¥¨¥¬ ¯°®«¨´¥° ²¨¢®£® ¯³«  ½°¨²°®¨¤»µ ª«¥²®ª.

�«¿ ³·¥²  ¯®¢»¸¥®£® ° §°³¸¥¨¿ ½°¨²°®¶¨²®¢ ¨§¬¥¨¬ ¯ ° ¬¥²° �

n

, ®²-

¢¥· ¾¹¥© §  ¨²¥±¨¢®±²¼ ½²®£® ¯°®¶¥±± . �°¨¬¥¬, ·²® ®¢®¥ § ·¥¨¥ �

n

(1)

² ª®¢®, ·²® �

n

(1) > �

n

. � ±±¬®²°¨¬, ª ª ¨§¬¥¿²±¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ±² ¶¨®-

 °»¥ ³°®¢¨ ·¨±«¥®±²¨ ª«¥²®ª. �§ ¥° ¢¥±²¢  �

n

(1) > �

n

¢»²¥ª ¥² ¥° -

¢¥±²¢® ��

n

(1) < ��

n

. �®£¤  ¤«¿ ¢±¥µ x

n+1

� 0 ¢¥°® f(x

n+1

; ��

n

(1)) > f(x

n+1

; ��

n

).

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ª®°¥¼ x

n+1

(1) � x

n+1

, ².¥. ±² ¶¨®-

 °»© ³°®¢¥¼ ½°¨²°®¯®½²¨  ¯°¨ ¤ ®¬ § ¡®«¥¢ ¨¨ ¡®«¼¸¥ «¨¡® ° ¢¥

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¬³ ³°®¢¾ ¢ §¤®°®¢®¬ ®°£ ¨§¬¥. � ° ª²¥°®¥ ° ±¯®«®¦¥¨¥

ª®°¥© x

n+1

(1) ¨ x

n+1

¯°¨¢¥¤¥®   °¨±.2. �¡° ²¨¬±¿ ¤ «¥¥ ª ±² ¶¨® °»¬

³°®¢¿¬ ª«¥²®ª ª®±²®£® ¬®§£ . � ¯®¬¨¬, ·²® F

i

(x

n+1

) ¿¢«¿¾²±¿ ¬®®²®®
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¢®§° ±² ¾¹¨¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨ ±¢®¥£®  °£³¬¥² , 1 � i � n � 1. �§ ±¨±²¥¬» (5)

¨¬¥¥¬, ·²®

x

1

= 2�

0

(�

0

+ �

0

x

n+1

) S

�

�

1

Z

0

R

1

(a) e

�(�

1

+�

1

x

n+1

)a

da; (11)

z

1

= 2 d

1

�

0

(�

0

+ �

0

x

n+1

) S

�

F

1

(x

n+1

)=�

1

: (12)

6

-

b)

a)

0

x

n+1

V = x

n+1

V

�¨±.2. � ±¯®«®¦¥¨¥ ª®°¥© ³° ¢¥¨¿ (9) ¯°¨ x

n

= f(x

n+1

; ),

 § ¤ ¥² ®¯®°»© (a) ¨ ¨§¬¥¥»© (b)  ¡®°» ¯ ° ¬¥²°®¢

¬®¤¥«¨ ¯°®¶¥±±  ª°®¢¥²¢®°¥¨¿

x

�

n+1

x

�

n+1

(1)

�§ ´®°¬³«» (11) ±«¥¤³¥², ·²® ¢¥«¨·¨  x

1

¯°¨ � = 0 ³¡»¢ ¥² ± °®±²®¬

x

n+1

,   ¯°¨ � > 0 ®  ¬®¦¥² ª ª ³¡»¢ ²¼, ² ª ¨ ¢®§° ±² ²¼ (¯®±«¥¤¥¥ § ¢¨±¨²

®² ±®®²®¸¥¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢ �

0

; �

0

¨ �

1

; �

1

). �¤ ª® ¤«¿ ¢¥«¨·¨» z

1

¨§ (12)

±«¥¤³¥², ·²® ®  ¢®§° ±² ¥² ± °®±²®¬ x

n+1

. �²® ¢»²¥ª ¥² ¨§ ±¢®©±²¢  ´³ª¶¨¨

F

1

(x

n+1

). � ¬¥²¨¬, ·²® °®±² z

1

¡®«¥¥ ¢»° ¦¥ ¯°¨ � > 0, ·¥¬ ¯°¨ � = 0. � «¥¥,

x

2

= 2�

1

(�

1

+ �

1

x

n+1

) x

1

�

2

Z

0

R

2

(a) e

�(�

2

+�

2

x

n+1

)a

da; (13)

z

2

= 2�

1

d

2

z

1

F

2

(x

n+1

)=(�

2

d

1

): (14)

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¢¥«¨·¨  z

2

¢®§° ±² ¥² ± °®±²®¬ x

n+1

, ²®£¤  ª ª x

2

¬®¦¥²

³¡»¢ ²¼ ¨ ¢®§° ±² ²¼. �®¢²®°¿¿ ¢»ª« ¤ª¨, ¡³¤¥¬ ¨¬¥²¼, ·²®

x

n�1

= 2�

n�2

(�

n�2

+ �

n�2

x

n+1

) x

n�2

�

n�1

Z

0

R

n�1

(a) e

�(�

n�1

+�

n�1

x

n+1

)a

da; (15)
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z

n�1

= 2�

n�2

d

n�1

z

n�2

F

n�1

(x

n+1

)=(�

n�1

d

n�2

): (16)

�±¯®«¼§³¿ ´®°¬³«» (11) { (16), ¯®«³·¨¬, ·²® ¢¥«¨·¨» z

j

¿¢«¿¾²±¿ ¢®§° ±² -

¾¹¨¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨ x

n+1

,   ¢¥«¨·¨» x

j

¬®£³² ª ª ³¡»¢ ²¼, ² ª ¨ ¢®§° ±² ²¼

¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ x

n+1

, 1 � j � n� 1.

�¡° ²¨¬±¿ ª ³°®¢¾ x

n

. �±¯®«¼§³¿ ²®² ´ ª², ·²® ´³ª¶¨¿ g(ku) ¿¢«¿-

¥²±¿ ¥¢®§° ±² ¾¹¥© ¨ ¯®«®¦¨²¥«¼®© ¯°¨ u � 0, ¯®«³· ¥¬, ·²® ¥° ¢¥±²¢®

x

n+1

(1) � x

n+1

¢«¥·¥² §  ±®¡®© ¥° ¢¥±²¢® x

n

(1) � x

n

. �±«¨ ¯°¨¿²¼, ·²® g(ku)

¿¢«¿¥²±¿ ¬®®²®® ³¡»¢ ¾¹¥© ´³ª¶¨¥©, ²® ¥° ¢¥±²¢  ®²®±¨²¥«¼® ¯®«³-

· ¥¬»µ ±² ¶¨® °»µ ³°®¢¥© ¡³¤³² ±²°®£¨¬¨, ².¥. x

�

n+1

(1) > x

�

n+1

, z

�

(1) > z

�

,

x

�

n

(1) < x

�

n

.

� ¨²®£¥ ¯®«³· ¥¬, ·²® ¯°¨ ¨¬¨² ¶¨¨ ¤ ®£® § ¡®«¥¢ ¨¿ ±² ¶¨® °»©

³°®¢¥¼ ½°¨²°®¶¨²®¢ ¬¥¼¸¥ «¨¡® ° ¢¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¬³ ³°®¢¾ ¢ §¤®°®¢®¬

®°£ ¨§¬¥,   ±² ¶¨® °»© ³°®¢¥¼ ¯°®«¨´¥°¨°³¾¹¨µ ¨ ±®§°¥¢ ¾¹¨µ ª«¥²®ª

ª®±²®£® ¬®§£  ¡®«¼¸¥ ¨«¨ ° ¢¥   «®£¨·®¬³ ³°®¢¾ ¢ §¤®°®¢®¬ ®°£ ¨§¬¥.

�²®² °¥§³«¼² ² ª ·¥±²¢¥® ±®£« ±³¥²±¿ ± ¨§¢¥±²»¬¨ ª«¨¨·¥±ª¨¬¨ ¤ »¬¨

¯® ±®±²®¿¨¾ ½°¨²°®¯®½§  ¤«¿ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¯ ²®«®£¨¨.

3.2. �¬¨² ¶¨¿ £¥¬®«¨²¨·¥±ª®©  ¥¬¨¨

� ®±®¢¥ ½²®£® § ¡®«¥¢ ¨¿ «¥¦¨² ¯°¥¦¤¥¢°¥¬¥®¥ ° §°³¸¥¨¥ ½°¨²°®¶¨²®¢

¢ ±¨«³ ¥ª®²®°»µ ¯°¨·¨, ¢»§¢ »µ  ®¬ «¨¥© £¥¬®£«®¡¨  ¨ ±®ª° ¹¥¨¥¬

¯°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¨ ¢°¥¬¥¨ ¦¨§¨ ½°¨²°®¶¨²®¢. �°¨ ½²®© ¯ ²®«®£¨¨ ª®«¨·¥-

±²¢® ª«¥²®ª ª®±²®£® ¬®§£  ¨ ½°¨²°®¶¨²®¢ ±² ¡¨«¨§¨°³¥²±¿   ®¢®¬ ³°®¢¥,

®²«¨· ¾¹¥¬±¿ ®² ®°¬ «¼®£® (¯°¨ ®²±³²±²¢¨¨ ¯°¨·¨, ¢»§»¢ ¾¹¨µ ½²³ ¯ -

²®«®£¨¾). �¨±«¥®±²¼ ½°¨²°®¶¨²®¢ ¯ ¤ ¥² ¨¦¥ ®°¬»,   ª®«¨·¥±²¢® ¯°®«¨-

´¥°¨°³¾¹¨µ ½°¨²°®¨¤»µ ª«¥²®ª ª®±²®£® ¬®§£ ,  ®¡®°®², ¢®§° ±² ¥².

�«¿ ¨¬¨² ¶¨¨ ½²®£® § ¡®«¥¢ ¨¿ ¨§¬¥¨¬ ´³ª¶¨¾ ¢»¦¨¢ ¥¬®±²¨ R

n

(a)

² ª, ·²® ±°¥¤¥¥ ¢°¥¬¿ ¦¨§¨ §°¨²°®¶¨²®¢ ��

n

(1) =

�

n

R

0

R

(1)

n

(a) exp(��

n

a)da ¡³-

¤¥² ² ª¨¬, ·²® ��

n

(1) < ��

n

. �°¨¬¥¬ ² ª¦¥, ·²® k(1) < k. �²® µ ° ª²¥°¨§³¥²

±¨¦¥¨¥ ±®¤¥°¦ ¨¿ £¥¬®£«®¡¨  ¢ ®¤®¬ ½°¨²°®¶¨²¥ §  ±·¥²  ®¬ «¨¨ £¥¬®-

£«®¡¨ . � ±±¬®²°¨¬, ª ª ¨§¬¥¿²±¿ ±² ¶¨® °»¥ ³°®¢¨ ·¨±«¥®±²¥© ª«¥-

²®·»µ ¯®¯³«¿¶¨©. �§ ¥° ¢¥±²¢ ��

n

(1) < ��

n

¨ k(1) < k ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ ¢±¥µ

x

n+1

� 0 ¢¥°® f(x

n+1

; ��

n

(1); k(1)) > f(x

n+1

; ��

n

; k). �²±¾¤  ¯®«³· ¥¬, ·²® ±®®²-

¢¥²±²¢³¾¹¨© ª®°¥¼ ±¨±²¥¬» (9), (10) ² ª®¢, ·²® x

n+1

(1) � x

n+1

(±¬. °¨±.2).

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±² ¶¨® °»© ³°®¢¥¼ ½°¨²°®¯®½²¨  ¯°¨ ¤ ®¬ § ¡®«¥¢ ¨¨

¡®«¼¸¥ «¨¡® ° ¢¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¬³ ³°®¢¾ ¢ §¤®°®¢®¬ ®°£ ¨§¬¥. �±¯®«¼§³¿

´®°¬³«» (11) { (16), ¯®«³· ¥¬, ·²® ¢±¥ ¢»¢®¤» ®²®±¨²¥«¼® ³°®¢¥© ª«¥²®ª

x

j

; z

j

, 1 � j � n � 1, ±¤¥« »¥ ¢ ¯³ª²¥ 3.1, ±¯° ¢¥¤«¨¢» ¨ ¤«¿ ° ±±¬ ²°¨¢ -

¥¬®£® ±«³· ¿. �¡° ²¨¬±¿ ª ³°®¢¾ x

n

. �®   «®£¨¨ ± ¯³ª²®¬ 3.1 ¨¬¥¥¬, ·²®

¥° ¢¥±²¢® x

n+1

(1) � x

n+1

¢«¥·¥² §  ±®¡®© ¥° ¢¥±²¢® k(1) x

n

(1) � k x

n

. �²-

±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ ¥ª®²®°»µ  ¡®°®¢ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¬®¤¥«¨ ¢®§¬®¦® ¥° -

¢¥±²¢® x

n

(1) � x

n

, ª®²®°®¥ ´ ª²¨·¥±ª¨ ¨  ¡«¾¤ ¥²±¿ ¯°¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬

§ ¡®«¥¢ ¨¨. �¬¥±²¥ ± ²¥¬ ¢®§¬®¦  ² ª¦¥ ¨ ±¨²³ ¶¨¿, ª®£¤  ³°®¢¥¼ x

n

(1)

¡³¤¥² ¯°¥¢»¸ ²¼ x

n

. �²® ¢¨¤®, ¢ · ±²®±²¨, ¨§ °¨±.2 ¨ 3. � ¬ ¯®ª § ®, ·²®
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¬®¦® § ¤ ²¼ ² ª¨¥ ¯ ° ¬¥²°» ��

n

(1) ¨ k(1), ·²® ¯®«³· ¥¬»© ³°®¢¥¼ x

�

n+1

(1)

¡³¤¥² ¯°¨¢®¤¨²¼ ª ¥° ¢¥±²¢³ x

�

n

(1) � x

�

n

¨«¨ ¯°®²¨¢®¯®«®¦®¬³ ¥° ¢¥-

±²¢³. �¥° ¢¥±²¢® x

�

n

(1) � x

�

n

¡³¤¥² ¢»¯®«¥® ¤«¿ ¤®±² ²®·® ¬ «»µ ��

n

(1),

·¥¬, ±®¡±²¢¥®, ¨ µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ £¥¬®«¨²¨·¥±ª ¿  ¥¬¨¿.

6

-

x

n

V

0

x

�

n+1

(1)

x

�

n+1

(1)

x

�

n+1

x

�

n

(1)
x

�

n

x

�

n

(1)

�¨±.3. � ±¯®«®¦¥¨¥ ª®°¥© ³° ¢¥¨¿ (9):

a) { ®¯®°»©  ¡®° ¯ ° ¬¥²°®¢, b) { k(1) > k

b)

a)

� °¥§³«¼² ²¥ ¯°¨ ¨¬¨² ¶¨¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® § ¡®«¥¢ ¨¿ ±² ¶¨® °»©

³°®¢¥¼ ¯°®«¨´¥°¨°³¾¹¨µ ¨ ±®§°¥¢ ¾¹¨µ ª«¥²®ª ª®±²®£® ¬®§£  ¡®«¼¸¥ ¨«¨

° ¢¥   «®£¨·®¬³ ³°®¢¾ ¢ §¤®°®¢®¬ ®°£ ¨§¬¥. �² ¶¨® °»© ³°®¢¥¼ ½°¨-

²°®¶¨²®¢ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¬¥¼¸¥ «¨¡® ° ¢¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¬³ ³°®¢¾ ¢ §¤®°®-

¢®¬ ®°£ ¨§¬¥ (¢ ¥ª®²®°»µ ±«³· ¿µ ¬®¦¥² ¯°¥¢»¸ ²¼ ¥£®). �²®² °¥§³«¼² ²

ª ·¥±²¢¥® ±®£« ±³¥²±¿ ± ¨§¢¥±²»¬¨ ª«¨¨·¥±ª¨¬¨ ¤ »¬¨ ¯® ±®±²®¿¨¾

½°¨²°®¯®½§  ¤«¿ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¯ ²®«®£¨¨. �¬¥±²¥ ± ²¥¬ ¢®§¬®¦» ®¯°¥¤¥-

«¥»¥ ±®·¥² ¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢, µ ° ª²¥°¨§³¾¹¨µ ¨§³· ¥¬³¾ ¯ ²®«®£¨¾, ª®£¤ 

£¥¬®«¨²¨·¥±ª ¿  ¥¬¨¿ ´ ª²¨·¥±ª¨ ¯°®²¥ª ¥² ª ª ½°¨²°®¶¨²®§ (¯®¢»¸¥»©

³°®¢¥¼ ª«¥²®ª ª®±²®£® ¬®§£  ¨ §°¥«»µ ª«¥²®ª ª°®¢¨).

3.3. �¬¨² ¶¨¿ ¦¥«¥§®¤¥´¨¶¨²®©  ¥¬¨¨

�¥«¥§®¤¥´¨¶¨² ¿  ¥¬¨¿ ®¡³±«®¢«¥   °³¸¥¨¥¬ ¯°®¶¥±±  ®¡° §®¢ ¨¿ ½°¨-

²°®¶¨²®¢ ¢±«¥¤±²¢¨¥ ³¬¥¼¸¥¨¿ ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ®°¬®© ±®¤¥°¦ ¨¿ ¦¥«¥§  ¢

®°£ ¨§¬¥. �²® ±®±²®¿¨¥ µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ±¨¦¥¨¥¬ ª®«¨·¥±²¢  ¢»° ¡ ²»-

¢ ¥¬»µ ª®±²»¬ ¬®§£®¬ ½°¨²°®¶¨²®¢ ¨ ³¬¥¼¸¥¨¥¬ ±®¤¥°¦ ¨¿ £¥¬®£«®¡¨ 

¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ¨µ. �®«¨·¥±²¢® ½°¨²°®¶¨²®¢ ³¬¥¼¸ ¥²±¿ ¨«¨ ¨®£¤  ®±² ¥²±¿

¢ ®°¬¥ (².¥.   ²®¬ ³°®¢¥, ª®£¤  ¥² ¤¥´¨¶¨²  ¦¥«¥§ ),   ª®«¨·¥±²¢® ¯°®«¨-

´¥°¨°³¾¹¨µ ½°¨²°®¨¤»µ ª«¥²®ª ª®±²®£® ¬®§£  ¢®§° ±² ¥².

�«¿ ¨¬¨² ¶¨¨ ½²®£® § ¡®«¥¢ ¨¿ ¯°¨¬¥¬, ·²® k(1) < k. �²® µ ° ª²¥°¨§³¥²
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±¨¦¥¨¥ ±®¤¥°¦ ¨¿ £¥¬®£«®¡¨  ¢ ®¤®¬ ½°¨²°®¶¨²¥ §  ±·¥²  ®¬ «¨¨ £¥-

¬®£«®¡¨ . �³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ² ª¦¥, ·²® �

n�1

(1) < �

n�1

. � ®¥ ¥° ¢¥±²¢® ³·¨-

²»¢ ¥² ³¬¥¼¸¥¨¥ ¢»° ¡®²ª¨ ½°¨²°®¶¨²®¢ ¨§ ±®§°¥¢ ¾¹¨µ ª«¥²®ª ª®±²®£®

¬®§£ . �®   «®£¨¨ ± ¯³ª²®¬ 3.2 «¥£ª® ¯®ª § ²¼, ·²® ±² ¶¨® °»¥ ³°®¢¨

¯°®«¨´¥°¨°³¾¹¨µ ¨ ±®§°¥¢ ¾¹¨µ ª«¥²®ª ª®±²®£® ¬®§£  ¡®«¼¸¥ ¨«¨ ° ¢»

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ³°®¢¿¬ ¢ §¤®°®¢®¬ ®°£ ¨§¬¥. �² ¶¨® °»© ³°®¢¥¼ ½°¨-

²°®¶¨²®¢ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¬¥¼¸¥ «¨¡® ° ¢¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¬³ ³°®¢¾ ¢ §¤®°®-

¢®¬ ®°£ ¨§¬¥, ·²® ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥²±¿ ¤®±² ²®·® ¬ «»¬ § ·¥¨¥¬ ¯ ° ¬¥²° 

�

n�1

(1). �²®² °¥§³«¼² ² ª ·¥±²¢¥® ±®£« ±³¥²±¿ ± ¨§¢¥±²»¬¨ ª«¨¨·¥±ª¨¬¨

¤ »¬¨ ¯® ±®±²®¿¨¾ ½°¨²°®¯®½§  ¯°¨ ¦¥«¥§®¤¥´¨¶¨²®©  ¥¬¨¨. �¬¥±²¥ ±

²¥¬ ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥»µ ±®·¥² ¨¿µ ¯ ° ¬¥²°®¢, µ ° ª²¥°¨§³¾¹¨µ ¨§³· ¥¬³¾

¯ ²®«®£¨¾, ¢®§¬®¦» ±«³· ¨, ª®£¤  ¦¥«¥§®¤¥´¨¶¨² ¿  ¥¬¨¿ ¡³¤¥² ¯°®²¥-

ª ²¼ ª ª ½°¨²°®¶¨²®§. �±«¨ ³·¨²»¢ ²¼ ² ª¦¥ ¢«¨¿¨¥ ¤¥´¨¶¨²  ¦¥«¥§   

±¨¦¥¨¥ ¯ ° ¬¥²°®¢ �

j

, 1 � j � n � 2, ²® ³°®¢¨ ¥ª®²®°»µ ¨§ ¯°®«¨´¥°¨-

°³¾¹¨µ ª«¥²®ª ª®±²®£® ¬®§£  ¬®£³² ¡»²¼ ¤ ¦¥ ¯®¨¦¥» ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ¨µ

®°¬ «¼»¬¨ § ·¥¨¿¬¨.

3.4. �¬¨² ¶¨¿ £¨¯®ª±¨·¥±ª®£® ½°¨²°®¶¨²®§ 

� ®¥ § ¡®«¥¢ ¨¥ ¯°®¿¢«¿¥²±¿,  ¯°¨¬¥°, ¯°¨ ®¡¹¥© ¨«¨ «®ª «¼®© £¨¯®ª-

±¨¨ ¯®·¥ª, ª®£¤  ¢ ®²¢¥²   ³¬¥¼¸¥¨¥ ¯®¤¢®¤¨¬®£® ª¨±«®°®¤   ·¨ ¥²±¿

³±¨«¥ ¿ ¢»° ¡®²ª  ½°¨²°®¯®½²¨ . �«¿ ¨¬¨² ¶¨¨ ½²®© ¯ ²®«®£¨¨ ³¬¥¼¸¨¬

¯ ° ¬¥²° k, ª®²®°»© ¢ ¤ ®¬ ±«³· ¥ ³·¨²»¢ ¥² ¥  ®¬ «¨¾ £¥¬®£«®¡¨ ,  

¥¤®±² ²®·®¥ ± ¡¦¥¨¥ ½°¨²°®¶¨²®¢ ª¨±«®°®¤®¬. �² ª, ¯°¨¬¥¬, ·²® k

1

< k,

  ®±² «¼»¥ ¯ ° ¬¥²°» ¥¨§¬¥». �±¯®«¼§³¿ ¯°¥¤»¤³¹¨¥ °¥§³«¼² ²», ¯®«³-

· ¥¬, ·²® ±² ¶¨® °»¥ ³°®¢¨ ¯°®«¨´¥°¨°³¾¹¨µ ¨ ±®§°¥¢ ¾¹¨µ ª«¥²®ª ª®±²-

®£® ¬®§£  ¡®«¼¸¥ ¨«¨ ° ¢» ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ³°®¢¿¬ ¢ §¤®°®¢®¬ ®°£ ¨§¬¥.

� ±±¬®²°¨¬ ±² ¶¨® °»© ³°®¢¥¼ ½°¨²°®¶¨²®¢. �®±ª®«¼ª³ x

n+1

(1) � x

n+1

, ²®

¨§ ±®®²®¸¥¨¿ (10), ¯ ° ¬¥²°» ª®²®°®£® ¥ ¨§¬¥¨«¨±¼, ±° §³ ¦¥ ¯®«³· ¥¬,

·²® x

n

(1) � x

n

. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ³°®¢¥¼ ½°¨²°®¶¨²®¢ ² ª¦¥ ¡®«¼¸¥ ¨«¨ ° ¢¥

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¬³ ³°®¢¾ ¢ §¤®°®¢®¬ ®°£ ¨§¬¥. �®«³·¥»© °¥§³«¼² ² ª -

·¥±²¢¥® ±®£« ±³¥²±¿ ± ª«¨¨·¥±ª¨¬¨ ¤ »¬¨ ¯® ¤¨ ¬¨ª¥ ½°¨²°®¯®½§  ¯°¨

£¨¯®ª±¨·¥±ª®¬ ½°¨²°®¶¨²®§¥.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®±²°®¥ ¿ ¬®¤¥«¼ ¢®±¯°®¨§¢®¤¨² ®±®¢»¥ § ª®®¬¥°®-

±²¨,  ¡«¾¤ ¥¬»¥ ¯°¨ ¯ ²®«®£¨·¥±ª¨µ ±®±²®¿¨¿µ §°¨²°®¨¤®© «¨¨¨ ª°®¢¥-

²¢®°¥¨¿. �°¨ ½²®¬ ³ª § »¥ § ª®®¬¥°®±²¨ ¢®±¯°®¨§¢®¤¿²±¿ ¢ ®¡®¨µ ¤®-

¯³±²¨¬»µ ±«³· ¿µ: 1) ½°¨²°®¯®½²¨ ¥ ¢«¨¿¥²   ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª³ ���; 2)

½°¨²°®¯®½²¨ ¢«¨¿¥²   ¯°®«¨´¥° ¶¨¾ ¨, ª ª ±«¥¤±²¢¨¥,   ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª³

���. �²®² ¢»¢®¤ ±¢¨¤¥²¥«¼±²¢³¥² ® ²®¬, ·²® ¢ ®¯°¥¤¥«¥»µ ³±«®¢¨¿µ ¬®¦®

¯°¥¤¯®« £ ²¼ ³· ±²¨¥ ½°¨²°®¯®½²¨  ¢ °¥£³«¿¶¨¨ ¯°®¶¥±±®¢ ¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ¨

¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ���.
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4. �®¤¥«¨°®¢ ¨¥ ¯°®¶¥±±®¢ ¯°®«¨´¥° ¶¨¨

¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ±²¢®«®¢»µ ª°®¢¥²¢®°-

»µ ª«¥²®ª

�°¨ ¯®±²°®¥¨¨ ¬®¤¥«¨ ¯°®¶¥±±  ª°®¢¥²¢®°¥¨¿ ¯°¥¤¯®« £ «®±¼, ·²® ·¨±«¥-

®±²¼ ¯®¯³«¿¶¨¨ ±²¢®«®¢»µ ª°®¢¥²¢®°»µ ª«¥²®ª (���) ¿¢«¿¥²±¿ ¯®±²®¿®©

¨ ° ¢®© S

�

> 0. �  ±²®¿¹¥¬ ° §¤¥«¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ±®®²®¸¥¨¿, ®¯¨-

±»¢ ¾¹¨¥ ¤¨ ¬¨ª³ ·¨±«¥®±²¨ ��� ª ª ¢ ¤¥²¥°¬¨¨°®¢ ®©, ² ª ¨ ¢¥-

°®¿²®±²®© ¯®±² ®¢ª¥. �§ ¯°¥¤±² ¢«¥®£® ¢»¸¥ ®¡§®°  ±«¥¤³¥², ·²® ���

 µ®¤¿²±¿ ¢ ´ § µ G

0

, G

1

¨ S + G

2

+M ª«¥²®·®£® ¶¨ª« . �«¥¤³¿ [13, ±.105],

¤«¿ ¯®±²°®¥¨¿ ¬®¤¥«¨ ¯°¨¬¥¬, ·²® ¢±¥ ª«¥²ª¨  µ®¤¿²±¿ ¢ ±®±²®¿¨¨ ¯°®«¨-

´¥° ¶¨¨, ¡»²¼ ¬®¦¥², ± ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®© ¯°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¼¾ ´ §» G

1

.

� ª²¨·¥±ª¨ ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ´ §  G

1

±®¤¥°¦¨² ¥±ª®«¼ª® ¯®¤´ §, ¢

²¥·¥¨¥ ª®²®°»µ ®±³¹¥±²¢«¿¾²±¿ ¯°®¶¥±±», ¯°¨¢®¤¿¹¨¥ ª ¯¥°¥µ®¤³ ª«¥²ª¨ ¢

±«¥¤³¾¹¨¥ ´ §» ª«¥²®·®£® ¶¨ª« . �°¨¬¥¬, ·²® ª ¦¤ ¿ ��� ®±³¹¥±²¢«¿¥²

¯°®¤¢¨¦¥¨¥ ¯® ª«¥²®·®¬³ ¶¨ª«³, ¯°®µ®¤¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ½² ¯»: G

01

! G

02

!

: : : ! G

0m

! S + G

2

+M: �°¨ § ¢¥°¸¥¨¨ ¯®±«¥¤¥£® ½² ¯  ª«¥²ª  ¤¥«¨²±¿,

®¡° §³¿ ¤¢¥ ��� (± ¬®¯®¤¤¥°¦ ¨¥), «¨¡® ¤¢¥ ª®¬¬¨²¨°®¢ »¥ ª«¥²ª¨ (¤¨´-

´¥°¥¶¨°®¢ª ).

�«¿ ®¯¨± ¨¿ ¤¨ ¬¨ª¨ ·¨±«¥®±²¨ ���,  µ®¤¿¹¨µ±¿ ¢ ° §«¨·»µ ´ § µ

ª«¥²®·®£® ¶¨ª« , ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ±² ¤ °²»© ¯®¤µ®¤, ¯°¥¤«®¦¥»© ¢

° ¡®² µ [36] { [39] ¨ ¤°. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ª ª ¨ ° ¥¥, ·²® ¯°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¼

´ §» S + G

2

+ M ¯®±²®¿  ¨ ° ¢  r > 0. �°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¨ ®²¤¥«¼»µ

½² ¯®¢ ´ §» G

1

¡³¤¥¬ § ¤ ¢ ²¼ ¥ª®²®°»¬¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿¬¨, ¢¨¤ ª®²®°»µ

®¯°¥¤¥«¨¬ ¨¦¥. �°¨¬¥¬, ·²® ¯°®¶¥±± ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ��� ¬®¦¥²  · ²¼±¿

¢ ²¥·¥¨¥ ¥ª®²®°®© ¯®¤´ §» G

0k

. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¢ ²¥·¥¨¥ ½²®© ¯®¤´ §»

¬®£³² ®±³¹¥±²¢¨²¼±¿ ±®¡»²¨¿, ¢»§»¢ ¾¹¨¥ ¯°®¶¥±± ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ���.

�±«¨ ³ª § »¥ ±®¡»²¨¿ ¥ ¯°®¨±µ®¤¿² §  ¢°¥¬¿ ½²®© ¯®¤´ §», ²® ¯°®¶¥±±

¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ª«¥²ª¨ ¥  ·¨ ¥²±¿ ¨ ¯® § ¢¥°¸¥¨¾ ª«¥²®·®£® ¶¨ª« 

² ª ¿ ª«¥²ª  ¤¥«¨²±¿   ¤¢¥ ���.

�¡° ²¨¬±¿ ª ¯®±²°®¥¨¾ ³° ¢¥¨© ¤¥²¥°¬¨¨°®¢ ®© ¬®¤¥«¨. �²¥±¨¢-

®±²¼ ¯°®¶¥±±®¢, ¢»§»¢ ¾¹¨µ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª³ ���, ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ � > 0.

�°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¼ ¢°¥¬¥¨ ¯°¥¡»¢ ¨¿ ��� ¢ ¯®¤´ §¥ G

0k

¡³¤¥¬ ®¯¨±»-

¢ ²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ´³ª¶¨¨ ¢»¦¨¢ ¥¬®±²¨ R(a) =

�

R

a

p(s)ds, 0 � a � � , £¤¥

� > 0 { ¬ ª±¨¬ «¼ ¿ ¯°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¼ ½²®© ¯®¤´ §»,   ´³ª¶¨¿ p(s) § -

¤ ¥² ¨²¥±¨¢®±²¼ ¯¥°¥µ®¤  ª«¥²®ª ¨§ G

0k

¢ G

0k+1

. �°¨¨¬ ¥¬, ·²® p(s) ¿¢«¿-

¥²±¿ ¥®²°¨¶ ²¥«¼®© (²®¦¤¥±²¢¥® ¥ ° ¢®© ³«¾) ¨ ¥¯°¥°»¢®©   [0; � ],

R(0) = 1, R(a) = 0 ¯°¨ a � � . �²¥±¨¢®±²¨ ¯¥°¥µ®¤®¢ ��� ¨§ ¯®¤´ §» G

0i

¢ ¯®¤´ §³ G

0i+1

®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ �

i

> 0, 1 � i � m; i 6= k (¯®« £ ¥¬, ·²®

G

0m+1

= S+G

2

+M). �¨¡¥«¼¾ ª«¥²®ª ¢ ° §«¨·»µ ¯®¤´ § µ ª«¥²®·®£® ¶¨ª« 

¯°¥¥¡°¥£ ¥¬.

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ x

1

(t); :::; x

m

(t); x

m+1

(t) ·¨±«¥®±²¨ ���,  µ®¤¿¹¨µ±¿, ±®-

®²¢¥²±²¢¥®, ¢ ¯®¤´ § µ G

01

; :::; G

0m

; G

0m+1

ª«¥²®·®£® ¶¨ª« . �±¯®«¼§³¿ °¥-
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§³«¼² ²» ° ¡®²» [33], ¯®«³· ¥¬ ±¨±²¥¬³ ¨²¥£°®¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨©

¤«¿ ·¨±«¥®±²¥© ³ª § »µ ª«¥²®ª:

_x

1

(t) = 2 �

m

x

m

(t� r)� �

1

x

1

(t);

_x

2

(t) = �

1

x

1

(t)� �

2

x

2

(t);

_x

i

(t) = �

i�1

x

i�1

(t)� �

i

x

i

(t); 3 � i � k � 1;

_x

k

(t) = �

k�1

x

k�1

(t)� �x

k

(t)�

�

Z

0

e

��s

�

k�1

x

k�1

(t� s)p(s)ds;

_x

k+1

(t) =

�

Z

0

e

��s

�

k�1

x

k�1

(t� s)p(s)ds � �

k+1

x

k+1

(t); t � 0; (17)

_x

j

(t) = �

j�1

x

j�1

(t)� �

j

x

j

(t); k + 2 � j � m;

_x

m+1

(t) = �

m

x

m

(t)� �

m

x

m

(t� r):

�¨±²¥¬³ (17) ¤®¯®«¨¬  · «¼»¬ ³±«®¢¨¥¬

x

i

(0) = x

0

i

; i = 1; 2; : : : ; k � 2; k; : : : ;m� 1;m+ 1;

x

k�1

(t) =  

k�1

(t); �� � t � 0; x

m

(t) =  

m

(t); �r � t � 0; (18)

£¤¥ ´³ª¶¨¨  

ª�1

(t);  

m

(t) ®¯°¥¤¥«¿¾²  · «¼³¾ ·¨±«¥®±²¼ ª«¥²®ª ¢ ±®®²-

¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¯®¤´ § µ. �²¨ ´³ª¶¨¨ ¯°¥¤¯®« £ ¾²±¿ ¥®²°¨¶ ²¥«¼»¬¨ ¨ ¥-

¯°¥°»¢»¬¨ ¢ ±¢®¨µ ®¡« ±²¿µ ®¯°¥¤¥«¥¨¿. �°®¨§¢®¤»¥ ®² ´³ª¶¨© x

i

= x

i

(t)

¯®¨¬ ¾²±¿ ª ª ¯° ¢®±²®°®¨¥ ¯°®¨§¢®¤»¥, 1 � i � m+ 1.

�¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© (17) ®²®±¨²±¿ ª «¨¥©»¬ ±¨±²¥¬ ¬ ¨²¥£°®¤¨´´¥°¥-

¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨© § ¯ §¤»¢ ¾¹¥£® ²¨¯ . �²°³ª²³°  ¯° ¢»µ · ±²¥© ³° ¢¥-

¨© ¯®§¢®«¿¥² ¯°¨¬¥¨²¼ °¥§³«¼² ²» ° ¡®²» [40] ª ¨±±«¥¤®¢ ¨¾  ±¨¬¯²®²¨-

·¥±ª®£® ¯®¢¥¤¥¨¿ °¥¸¥¨©. �§ [40] ¯®«³· ¥¬, ·²® ¤«¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®© ³±²®©-

·¨¢®±²¨ ³«¥¢®£® °¥¸¥¨¿ ±¨±²¥¬» (17) ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·® ¢»¯®«¥¨¿

¥° ¢¥±²¢ 

P

d

>

1

2

: (19)

£¤¥ ¯ ° ¬¥²° P

d

§ ¤ ¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¿¬¨

P

d

= ��� = �

�

Z

0

R(s) e

��s

ds = 1 �

�

Z

0

p(s) e

��s

ds: (20)

�§ «¨¥©®±²¨ ¨  ¢²®®¬®±²¨ ±¨±²¥¬» (17) ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨ ¢»¯®«¥¨¨ ¥-

° ¢¥±²¢  (19) °¥¸¥¨¥ ½²®© ±¨±²¥¬» x(t) = col(x

1

(t); :::; x

m

(t); x

m+1

(t)) ² ª®¢®,

·²® x(t) ! 0 ¯°¨ t ! +1,   ¯°¨ ¢»¯®«¥¨¨ ¥° ¢¥±²¢  P

S

= 1 � P

d

> 0:5

¯¥°¥¬¥ ¿ x(t) ¥®£° ¨·¥® ¢®§° ±² ¥² ± °®±²®¬ t [41, ±.196, 197]. �®¦®

² ª¦¥ ¯®ª § ²¼, ·²® ¢ ±«³· ¥ P

d

= 0:5 °¥¸¥¨¿ ±¨±²¥¬» (17) ¿¢«¿¾²±¿ ®£° ¨-

·¥»¬¨.
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�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ®¯¨± ¨¾ ¢¥°®¿²®±²®© ¬®¤¥«¨, ¨±¯®«¼§³¿ ¯°¥¤¯®«®-

¦¥¨¿ ¨ ®¡®§ ·¥¨¿ ¤¥²¥°¬¨¨°®¢ ®£® ¯®¤µ®¤ . �°¨¬¥¬, ·²® ¯°®¤®«¦¨-

²¥«¼®±²¨ ¯®¤´ § G

0i

¨¬¥¾² ½ª±¯®¥¶¨ «¼»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨

�

i

> 0, £¤¥ 1=�

i

{ ±°¥¤¿¿ ¯°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¼ G

0i

, 1 � i � m; i 6= k. �°®¤®«¦¨-

²¥«¼®±²¼ ´ §» S+G

2

+M ¯®-¯°¥¦¥¬³ ¯®±²®¿  ¨ ° ¢  r > 0. � ª®¥¶, ¯°®-

¤®«¦¨²¥«¼®±²¼ ¯®¤´ §» G

0ª

¨¬¥¥² ´³ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ F (a) = 1 � R(a)

± ¯«®²®±²¼¾ p(a), a 2 [0; � ]. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ � ¢°¥¬¿ ¯°¥¡»¢ ¨¿ ���

¢ ¯®¤´ §¥ G

0ª

,   ·¥°¥§ � { ¯°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¼ ¢°¥¬¥¨ ¤®  · «  ¯°®¶¥±± 

¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ���,  µ®¤¿¹¥©±¿ ¢ G

0ª

. �¥«¨·¨  � ¨¬¥¥² ´³ª¶¨¾ ° ±-

¯°¥¤¥«¥¨¿ F (a),   ¢¥«¨·¨  � { ½ª±¯®¥¶¨ «¼³¾ ´³ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±

¯ ° ¬¥²°®¬ � > 0, £¤¥ 1=� ®§ · ¥² ±°¥¤¥¥ ¢°¥¬¿ ¤®  · «  ¯°®¶¥±±  ¤¨´´¥-

°¥¶¨°®¢ª¨. �°¨¨¬ ¥¬, ·²® ���  ·¨ ¥² ¯°®¶¥±± ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨, ¥±«¨

¯°®¨±µ®¤¨² ±®¡»²¨¥ f� > �g. �¥°®¿²®±²¼ ½²®£® ±®¡»²¨¿ ° ¢ 

Pf� > �g =

Z Z

t>s

p(t)� e

��s

dt ds = 1 �

�

Z

0

p(t) e

��t

dt = P

d

: (21)

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯ ° ¬¥²° 0 < P

d

< 1 ®§ · ¥² ¢¥°®¿²®±²¼ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨

���, ²®£¤  ª ª ¯ ° ¬¥²° P

S

= 1�P

d

®§ · ¥² ¢¥°®¿²®±²¼ ± ¬®¯®¤¤¥°¦ ¨¿

���. �±¯®«¼§³¿ ¨§¢¥±²»¥ °¥§³«¼² ²» ²¥®°¨¨ ¢¥²¢¿¹¨µ±¿ ±«³· ©»µ ¯°®¶¥±-

±®¢ [42, ±.236], ¨¬¥¥¬, ·²® ¯°¨ P

d

� 0:5 ¯®¯³«¿¶¨¿ ��� ¢»°®¦¤ ¥²±¿ ± ¢¥-

°®¿²®±²¼¾ ¥¤¨¨¶ . �°¨ P

d

< 0:5, ².¥. ¯°¨ P

S

> 0:5 ·¨±«¥®±²¼ ¯®¯³«¿¶¨¨

¡³¤¥² ¢®§° ±² ²¼ (¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® ®  ¥ ¢»°®¦¤ ¥²±¿). � ¯®±«¥¤¥¬ ±«³· ¥

±°¥¤¥¥ ·¨±«® ª«¥²®ª  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ (t! +1) ¡³¤¥² ®¯¨±»¢ ²¼±¿ ° ±²³¹¥©

½ª±¯®¥²®©.

�«¿ ¤ «¼¥©¸¥£® ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¯®¢¥¤¥¨¿ °¥¸¥¨© ¬®¤¥«¥© ®²¬¥²¨¬, ·²®

¯ ° ¬¥²° P

d

¿¢«¿¥²±¿ ¢®§° ±² ¾¹¥© ´³ª¶¨¥© ¯ ° ¬¥²°  � (¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ -

®© p(s), s 2 [0; � ]). �°®¬¥ ²®£®, ¥±«¨ � ´¨ª±¨°®¢ ®, ²® ¡®«¥¥ ¢»±®ª ¿ (¨§-

ª ¿) ¨²¥±¨¢®±²¼ p(s), s 2 [0; � ] ¯°®µ®¦¤¥¨¿ ª«¥²ª®© ¯®¤´ §» G

0k

¯°¨¢®¤¨²

ª ³¬¥¼¸¥¨¾ (³¢¥«¨·¥¨¾) ¯ ° ¬¥²°  P

d

. �²±¾¤ , ¢ · ±²®±²¨, ±«¥¤³¥², ·²®

¢®§° ±² ¨¥ ¨²¥±¨¢®±²¨ ¯°®¶¥±±  ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ��� (�) ¯®¤ ¢«¨¿¨¥¬

° §«¨·»µ ´ ª²®°®¢ ¯°¨¢®¤¨² ¢ ³¢¥«¨·¥¨¾ ¯ ° ¬¥²°  P

d

. �²®, ¢ ±¢®¾ ®·¥-

°¥¤¼, ¬®¦¥² ¯°¨¢®¤¨²¼ ª ±®§¤ ¨¾ ³±«®¢¨©, ¯°¨ ª®²®°»µ ¯®¯³«¿¶¨¿ ��� ¡³-

¤¥² ¢»°®¦¤ ²¼±¿. � ¤°³£®© ±²®°®», ¤®±² ²®·® ¢»±®ª¨© ²¥¬¯ ¯°®«¨´¥° ¶¨¨

���, ¯°¨ ª®²®°®¬ ¨²¥±¨¢®±²¼ ¯°®µ®¦¤¥¨¿ ª«¥²ª ¬¨ ¯®¤´ §» G

0k

² ª¦¥

¢»±®ª , ¤ ¥² ¬ «»¥ § ·¥¨¿ ¯ ° ¬¥²°  P

d

. � ½²®¬ ±«³· ¥ § ·¥¨¿ ¯ ° ¬¥-

²°  P

S

¡«¨§ª¨ ª ¥¤¨¨¶¥, ·²® ¡³¤¥² ¯°¨¢®¤¨²¼ ª  ª®¯«¥¨¾ ��� ¨ ±¨¦¥¨¾

¢»° ¡®²ª¨ ª®¬¬¨²¨°®¢ »µ ª«¥²®ª { ¯®²®¬ª®¢,  · ¢¸¨µ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª³

���.

� ° ¡®² µ [13, £«.5], [43] ®²¬¥· ¥²±¿, ·²® ¤«¿ ®¡¥±¯¥·¥¨¿ ±² ¡¨«¼®£® ª°®-

¢¥²¢®°¥¨¿ (¯®¤¤¥°¦ ¨¿ ·¨±«¥®±²¨ ���   ¥ª®²®°®¬ ®²«¨·®¬ ®² ³«¿

³°®¢¥) ¥®¡µ®¤¨¬  °¥£³«¿¶¨¿ ¯ ° ¬¥²°  P

d

. �²  °¥£³«¿¶¨¿ ¤®«¦  ¡»²¼ ² -

ª®©, ·²®¡» P

d

¯°¨¨¬ « § ·¥¨¿, ¡«¨§ª¨¥ ª 0:5. �§¢¥±²®, ·²® ���  ª²¨¢®

À®²ª«¨ª ¾²±¿Á   ° §«¨·»¥ ´ ª²®°» { ¨¤³ª²®°» ¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ½²¨µ ª«¥-

²®ª. �®«¥¥ ²®£®, ¥ª®²®°»¥ ´ ª²®°» ¢«¨¿¾² ¥ ²®«¼ª®   ¯°®«¨´¥° ¶¨¾, ®
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¨   ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª³ ���, ¢ª«¾· ¿ ¢»¡®°  ¯° ¢«¥¨¿ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨

ª«¥²®ª. �®½²®¬³, ±«¥¤³¿ [44], ¬®¦® ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¢ ®¯°¥¤¥«¥»µ ±«³· ¿µ

¬¥µ ¨§¬» °¥£³«¿¶¨¨ ¯°®¶¥±±  ª°®¢¥²¢®°¥¨¿   ³°®¢¥ ��� ¯°®¿¢«¿¾²±¿ ¢

±®£« ±®¢ ®¬ ¨§¬¥¥¨¨ ±ª®°®±²¥© (¨²¥±¨¢®±²¥©) ¯°®¶¥±±®¢ ¯°®«¨´¥° -

¶¨¨ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ��� ¯®¤ ¢«¨¿¨¥¬ ° §«¨·»µ ´ ª²®°®¢. �¤¨ ¨§ ¢ -

°¨ ²®¢ ² ª®© °¥£³«¿¶¨¨ ¬®¦¥² ±®±²®¿²¼ ¢ ²®¬, ·²® ¨²¥±¨¢®±²¨ ¯°®¶¥±±®¢

¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ¨ ¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ���  µ®¤¿²±¿ ¢ ¬®®²®®© § ¢¨±¨¬®±²¨

¤°³£ ®² ¤°³£ . �  µ ° ª²¥° ¯°¿¬®© «¨¥©®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ¯°®¶¥±±®¢ ¯°®«¨´¥-

° ¶¨¨ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ��� ³ª §»¢ ¥² ° ¡®²  [45].

�¥°¥©¤¥¬ ª ¨§³·¥¨¾ § ¢¨±¨¬®±²¨ ¬¥¦¤³ ¨²¥±¨¢®±²¿¬¨ ¯°®¶¥±±®¢ ¯°®-

«¨´¥° ¶¨¨ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ���, ¨±¯®«¼§³¿ ¥«¨¥©»© ¢ °¨ ² ¬®¤¥«¨

(17) ¨ ¢»° ¦¥¨¿ (21) ¤«¿ ¯ ° ¬¥²°  P

d

. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¯ ° ¬¥²° � ¨ ´³ª-

¶¨¿ p(a), a 2 [0; � ] § ¢¨±¿² ®² ¥ª®²®°»µ ´ ª²®°®¢, ¢«¨¿¾¹¨µ   ¯°®¶¥±±» ¯°®-

«¨´¥° ¶¨¨ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ���. � ¯°¨¬¥°, ¬®¦® ¯°¥¤¯®« £ ²¼ § ¢¨±¨-

¬®±²¼ p(a) ®² ®¡¹¥© ·¨±«¥®±²¨ ���, ².¥. p = p(a; x

S

(t)), £¤¥ x

S

(t) =

m+1

P

i=1

x

i

(t)

(° §«¨·»¥ ¢ °¨ ²» ®¡° ²®© ±¢¿§¨ ¨²¥±¨¢®±²¨ ¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ��� ¨ ·¨-

±«¥®±²¨ ½²¨µ ª«¥²®ª ° ±±¬®²°¥» ¢ ° ¡®² µ [19] { [24]. �¡° ¹ ¿±¼ ª ³° ¢-

¥¨¿¬ ¬®¤¥«¨ (17), ¡³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ±² ¶¨® °»¥ °¥¸¥¨¿ x(t) = x

�

> 0, t � 0,

ª®²®°»¥ ¬®£³² ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼±¿ ª ª ±®±²®¿¨¿ ±² ¡¨«¼®£® ª°®¢¥²¢®°¥-

¨¿. �§ (17) ¯®«³· ¥¬, ·²® ¤«¿ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ x

�

> 0 ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®

±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ª®°¥© ³° ¢¥¨¿

�

Z

0

p(a; x

�

S

; �) e

��(�)a

da =

1

2

: (22)

�¤¥±¼ ¢ ´®°¬³« µ ¤«¿ p(a; x

�

S

; �), �(�) ¢»° ¦¥¨¿ ± À²®·ª®©Á ®§ · ¾² § ¢¨-

±¨¬®±²¨ ³ª § »µ ¢¥«¨·¨ ®² ¥ª®²®°»µ ´ ª²®°®¢. �§ (21) ¥¯®±°¥¤±²¢¥®

±«¥¤³¥², ·²® ·²® ±®®²®¸¥¨¾ (22) ®²¢¥· ¥² ¯ ° ¬¥²° P

d

(�) = 0:5.

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ³° ¢¥¨¥ (22) ¨¬¥¥² ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ °¥¸¥¨¥ x

�

S

, ®¯°¥-

¤¥«¿¾¹¥¥ ·¨±«¥®±²¼ ��� ¯® ¢±¥¬ ´ § ¬ ª«¥²®·®£® ¶¨ª«  ¯°¨ ±² ¡¨«¼®¬

ª°®¢¥²¢®°¥¨¨. �®±ª®«¼ª³ p(a; x

�

S

; �) ¨ �(�) § ¢¨±¿² ®² °¿¤  ´ ª²®°®¢, ª®-

²®°»¥ ¬®£³² ¨§¬¥¿²¼±¿, ²® ¤«¿ ®¡¥±¯¥·¥¨¿ ³±«®¢¨©, ¡«¨§ª¨µ ª ±² ¡¨«¼®¬³

ª°®¢¥²¢®°¥¨¾, ¡³¤¥¬ ²°¥¡®¢ ²¼, ·²®¡» ¢»° ¦¥¨¥

�

R

0

p(a; x

�

S

; �) exp(��(�)a)da

¥§ ·¨²¥«¼® ®²ª«®¿«®±¼ ®² § ·¥¨¿ 0:5. �«¿ ½²®£®, ¢ · ±²®±²¨, ¬®¦® ¯®-

²°¥¡®¢ ²¼, ·²®¡» ¢®§° ±² ¨¥ �(�) ª®¬¯¥±¨°®¢ «®±¼ ³¢¥«¨·¥¨¥¬ p(a; x

�

S

; �)

¨,  ®¡®°®², ³¬¥¼¸¥¨¥ p(a; x

�

S

; �) ¤®«¦® ±®¯°®¢®¦¤ ²¼±¿ ±¨¦¥¨¥¬ �(�).

�®±«¥¤¥¥ ®§ · ¥², ·²® ¤«¿ ®¡¥±¯¥·¥¨¿ ³±«®¢¨©, ¡«¨§ª¨µ ª ±² ¡¨«¼®¬³ ª°®-

¢¥²¢®°¥¨¾, ¤®±² ²®·® ¯®²°¥¡®¢ ²¼, ·²®¡» ¨²¥±¨¢®±²¨ (±ª®°®±²¨) ¯°®-

¶¥±±®¢ ¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ���  µ®¤¨«¨±¼ ¢ ¬®®²®® ¢®§-

° ±² ¾¹¥© § ¢¨±¨¬®±²¨ ¬¥¦¤³ ±®¡®©.

�²±¾¤  ¬®¦® ±¤¥« ²¼ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® °¥£³«¿¶¨¿ ¯°®-

¶¥±±®¢ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ¨ ± ¬®¯®¤¤¥°¦ ¨¿ ��� ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬

®¡° §®¬:
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1) § ¯°®±   ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª³ ��� ¯°¨¢®¤¨² ª ³±¨«¥®© ¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ½²¨µ

ª«¥²®ª (±®ª° ¹¥¨¥ ¯°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¨ ´ §» G

1

), ¯°¨·¥¬ ¨²¥±¨¢®±²¼ ¯°®-

¶¥±±  ¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ¤®«¦  ¡»²¼ ±®£« ±®¢   ± ¨²¥±¨¢®±²¼¾ § ¯°®±   

¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª³;

2) ³±¨«¥¨¥ ¯°®¶¥±±  ¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ��� ¯°¨¢®¤¨² ª ³¢¥«¨·¥¨¾ ¨µ ·¨±«¥-

®±²¨,   ² ª¦¥ ª ³¢¥«¨·¥¨¾ ·¨±«¥®±²¨ ª«¥²®ª,  ¯° ¢«¿¾¹¨µ±¿   ¤¨´´¥-

°¥¶¨°®¢ª³ ¢ ²®¬  ¯° ¢«¥¨¨, ¨²¥±¨¢®±²¼ § ¯°®±  ª®²®°®£® ±®£« ±®¢  

± ¨²¥±¨¢®±²¼¾ ¯°®¶¥±±  ¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ���.

�®«¨·¥±²¢¥®¥ ®¯¨± ¨¥ ¯°¥¤¯®« £ ¥¬®© ¬®®²®®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ¬¥¦¤³

¯°®¶¥±± ¬¨ ¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ��� ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¤®-

¢®«¼® ²°³¤®¥¬ª³¾ § ¤ ·³ ¨ ²°¥¡³¥² ®°£ ¨§ ¶¨¨ ¨ ¯°®¢¥¤¥¨¿ ±¯¥¶¨ «¼»µ

½ª±¯¥°¨¬¥²®¢.

C®®²®¸¥¨¿ (17), (18) ®·¥¢¨¤»¬ ®¡° §®¬ ¤®¯®«¿¾²±¿ ³° ¢¥¨¿¬¨ ¨  -

· «¼»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ ¤«¿ ·¨±«¥®±²¥© ���,  · ¢¸¨µ ¯°®¶¥±± ¤¨´´¥°¥¶¨-

°®¢ª¨. �®«³·¥»¥ ³° ¢¥¨¿ ¡³¤³² ®¯¨±»¢ ²¼ ¤¨ ¬¨ª³ ·¨±«¥®±²¨ ¢±¥© ¯®-

¯³«¿¶¨¨ ���, ¨ ±®¢¬¥±²® ± ±¨±²¥¬®© (1), (2), (3) ¨µ ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª

¯®«³¾ ¬®¤¥«¼ ¯°®¶¥±±  ª°®¢¥²¢®°¥¨¿.

5. � ª«¾·¥¨¥

�®±²°®¥ ¿ ¬®¤¥«¼ ¯°®¶¥±±  ª°®¢¥²¢®°¥¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ®¡®¡¹¥¨¥¬ ° ¥¥ ¯°¥¤-

«®¦¥®© ¬®¤¥«¨ [31, ±.134], [32]. �²°³ª²³°  ³° ¢¥¨© ¬®¤¥«¨ ¯°¥¤¯®« £ ¥²

 «¨·¨¥ ¥±ª®«¼ª¨µ ²¨¯®¢ ª«¥²®ª ± ³·¥²®¬ ¨µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯® ´ § ¬ ª«¥²®·-

®£® ¶¨ª« . � ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ª«¥²ª¨ ª®±²®£® ¬®§£ , ±®§°¥¢ ¾¹¨¥ ¨ §°¥«»¥

ª«¥²ª¨ ª°®¢¨,   ² ª¦¥ ®±®¢®© °¥£³«¨°³¾¹¨© ´ ª²®° ¯°®¶¥±±  ª°®¢¥²¢®°¥-

¨¿ { £®°¬®-¯®½²¨. �ª §  ¿ ±²°³ª²³°  ¯®§¢®«¿¥² À ±²° ¨¢ ²¼Á ¬®¤¥«¼

¯®¤ ®¯°¥¤¥«¥³¾ § ¤ ·³, ±¢¿§ ³¾ ± ¨±±«¥¤®¢ ¨¥¬ § ª®®¬¥°®±²¥© ¯°®-

¶¥±±  ª°®¢¥²¢®°¥¨¿ ¨ ®¡° ¡®²ª®© ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»µ (ª«¨¨·¥±ª¨µ) ¤ »µ.

�¥§³«¼² ²» ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ °¥¸¥¨© ¯®±²°®¥®© ¬®¤¥«¨ ¯®§¢®«¿¾² ¢»±ª -

§ ²¼ £¨¯®²¥§³ ®  «¨·¨¨ ¬®®²®®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ¬¥¦¤³ ¨²¥±¨¢®±²¿¬¨

¯°®¶¥±±®¢ ¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ±²¢®«®¢»µ ª°®¢¥²¢®°»µ ª«¥²®ª.

� ª ¿ £¨¯®²¥§  (¢ ¤®¯®«¥¨¥ ª ²¥®°¨¨ À¨¸¨Á { R. Scho�eld, 1978 £., B.I. Lord,

1990 £. ¨ £¨¯®²¥§¥ Àª«® «¼®© ± ª¶¥±±¨¨Á { �.�. �¥°²ª®¢ ¨ ¤°., 1990 £.) ³ª §»-

¢ ¥²   ¢®§¬®¦»© ¬¥µ ¨§¬ °¥£³«¿¶¨¨ ¯°®¶¥±±  ª°®¢¥²¢®°¥¨¿, ¯°¨ ª®²®°®¬

®¤®¢°¥¬¥® ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥²±¿ ± ¬®¯®¤¤¥°¦ ¨¥ ��� ¨ ¢»¯®«¥¨¥ § ¯°®±®¢

  ¨µ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª³ ¯®¤ ¢«¨¿¨¥¬ ° §«¨·»µ ´ ª²®°®¢ { ¨¤³ª²®°®¢ ¤¨´-

´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ���.

�³¹®±²¼ ½²®£® ¬¥µ ¨§¬  ¯°®¿¢«¿¥²±¿ ¢ ²®¬, ·²® ¨¤³ª²®°» ¤¨´´¥°¥¶¨-

°®¢ª¨ ¤®«¦» § ¤ ¢ ²¼ ¢¯®«¥ ª®ª°¥²³¾ ±ª®°®±²¼ ¯°®¶¥±±  ¯°®«¨´¥° ¶¨¨

��� ¨ ±®£« ±®¢ ³¾ ± ¥© ±ª®°®±²¼ ¯°®¶¥±±®¢, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ ¤¨´´¥°¥¶¨-

°®¢ª³ ��� ¢ ²°¥¡³¥¬®¬  ¯° ¢«¥¨¨. � ª²®°», ¢«¨¿¾¹¨¥   ¯°®«¨´¥° ¶¨¾

��� (¨¤³ª²®°» ¯°®«¨´¥° ¶¨¨), ¬®£³² § ¤ ¢ ²¼ ®¯°¥¤¥«¥³¾ ±ª®°®±²¼ ¯°®-

¶¥±±  ¯°®«¨´¥° ¶¨¨, ¯°¨ ª®²®°®© ¢®§¬®¦  ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª  ��� ¢ ®¤®¬ ¨§

 ¯° ¢«¥¨©. � · «® ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ¨ ¢»¡®° ¥¥  ¯° ¢«¥¨¿ ¡³¤¥² § ¢¨±¥²¼

®² ±®£« ±®¢ ®±²¨ ±ª®°®±²¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¯°®¶¥±±®¢ ¨ ±ª®°®±²¨ ¯°®«¨´¥-
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° ¶¨¨ ���. �®£¨¥ ´ ª²®°», ¢®§¤¥©±²¢³¾¹¨¥   ���, ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼

®¤®¢°¥¬¥® ¢ ª ·¥±²¢¥ ¨¤³ª²®°®¢ ª ª ¯°®«¨´¥° ¶¨¨, ² ª ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨-

°®¢ª¨ ½²¨µ ª«¥²®ª.

�  ®±®¢¥ ¬®¤¥«¨ ¨±±«¥¤®¢ ® ¢«¨¿¨¥ £®°¬® -½°¨²°®¯®½²¨    ¯°®¶¥±±»

¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨ ���. �®ª § ®, ·²® °¥§³«¼² ²» ¬®¤¥«¨-

°®¢ ¨¿ ¥ª®²®°»µ ¯ ²®«®£¨© ¯°®¶¥±±  ª°®¢¥²¢®°¥¨¿ ( ¥¬¨¨, ½°¨²°®¶¨²®§)

³¤®¢«¥²¢®°¨²¥«¼® ±®£« ±³¾²±¿ ± ª«¨¨·¥±ª¨¬¨ ¤ »¬¨ ª ª ¯°¨ ³·¥²¥ ¢«¨-

¿¨¿ £®°¬® -½°¨²°®¯®½²¨    ¯°®¶¥±±» ¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨

���, ² ª ¨ ¡¥§ ³·¥²  ¥£® ¢«¨¿¨¿   ³ª § »¥ ¯°®¶¥±±». �®-¢¨¤¨¬®¬³, ¢«¨-

¿¨¥ £®°¬® -½°¨²°®¯®½²¨    ¯°®¶¥±±» ¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ª¨

��� ¯°®¿¢«¿¥²±¿ ¢ ³±«®¢¨¿µ ¨²¥±¨¢®© ¯°®«¨´¥° ¶¨¨ ��� (�.�. �®§«®¢,

�.�. �»°«®¢ , �.�. �¥£«¿ª®¢ , 1989, 1991, 1996 £. £.).

�¥§³«¼² ²» ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¿ £®¢®°¿² ® ¢®§¬®¦®±²¨ °¥£³«¿¶¨¨ ¢»° ¡®²ª¨

ª«¥²®ª ª°®¢¨ ¢±«¥¤±²¢¨¥ ¶¥«¥ ¯° ¢«¥»µ ¢®§¤¥©±²¢¨©   ¯°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¼

ª«¥²®·®£® ¶¨ª«  ±²¢®«®¢»µ ª°®¢¥²¢®°»µ ª«¥²®ª, ·²® ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ¡®«¼¸®¥

§ ·¥¨¥ ¤«¿ ª«¨¨·¥±ª®© ¯° ª²¨ª¨.

� § ¢¥°¸¥¨¥ ®²¬¥²¨¬, ·²® ° ¥¥ ¯®±²°®¥ ¿ ¬®¤¥«¼ ¯°®¶¥±±  ª°®¢¥²¢®°¥-

¨¿ [31, ±.134], [32]  ¸«  ±¢®¥ ¯°¨¬¥¥¨¥ ¢ ° ¡®² µ [28, 29, 30], ¯®±¢¿¹¥»µ

  «¨§³ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»µ ¤ »µ ¯® ¤¨ ¬¨ª¥ ª°®¢¥²¢®°¥¨¿ ¯°¨ ¢®§¤¥©-

±²¢¨¨   ®°£ ¨§¬ ¨® ¬¨ ª®¡ «¼² .
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