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In given paper you can learn one of possible mathematical de�nitions of wa-

tershad's and river's lines. Their equations are also given here, and then their

geometric propositions are studied.

1. �¢¥¤¥­¨¥

� ½²®© ° ¡®²¥, ¨±µ®¤¿ ¨§ £¥®£° ´¨·¥±ª®£® ¯®­¿²¨¿ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« , ¤ ¥²±¿

¥¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  ¬®¤¥«¨ §¥¬­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨. �®¤¥«¼ § ¤ -

¥²±¿ ¤¢³¬¿ ±¯®±®¡ ¬¨: ª ª £° ´¨ª ­ ¤ ¯«®±ª®±²¼¾ ¨ £° ´¨ª ­ ¤ ¥¤¨­¨·­®©

±´¥°®©. � § ²¥¬, ¨±¯®«¼§³¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥, ­  ¬®¤¥«¨ ¨§³· ¾²±¿

£¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  «¨­¨© ¢®¤®° §¤¥«  ¨ «¨­¨© °¥ª¨. �°¨ ½²®¬ ¯°¥¤¯®-

« £ ¥²±¿, ·²® § ¤ ­­ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¤¢ ¦¤» ­¥¯°¥°»¢­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬ .

�¢¥¤¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ¯®­¿²¨¿, ª®²®°»¥ ¡³¤³² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¢

¤ «¼­¥©¸¥¬.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1. �³±²¼ ­  °¥£³«¿°­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ c ª°¨¢®«¨­¥©­®© ±¨±²¥-

¬®© ª®®°¤¨­ ² u = const ¨ v = const § ¤ ­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬®¥ ±ª «¿°­®¥ ¯®«¥

f(u; v). �£® £° ¤¨¥­²®¬ ­ §»¢ ¥²±¿ ª ± ²¥«¼­»© ¢¥ª²®° grad f ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨,

¯®ª §»¢ ¾¹¨© ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ­ ¨¡®«¼¸¥£® ³¡»¢ ­¨¿ f . �®£¤ 

hgrad f(u; v);

~

dr(u; v)i = f

u

du+ f

v

dv

­ §»¢ ¥²±¿ ¯°®¨§¢®¤­®© ±ª «¿°­®£® ¯®«¿ f ¯® ­ ¯° ¢«¥­¨¾ ª ± ²¥«¼­®£® ¢¥ª-

²®°­®£® ¯®«¿

~

dr(u; v), £¤¥ du ¨ dv ®¯°¥¤¥«¿¾² ­ ¯° ¢«¥­¨¥

~

dr ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨.
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�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2. �ª «¿°­®¥ ¯®«¥ f(u; v) ­ §»¢ ¥²±¿ ±² ¶¨®­ °­»¬ ­  «¨­¨¨

u = u(t) ¨ v = v(t) ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨, ¥±«¨ ¯°®¨§¢®¤­ ¿ f ¯® ­ ¯° ¢«¥­¨¾ ª ± -

²¥«¼­®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿, ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­®£® ª § ¤ ­­®© «¨­¨¨, ²®¦¤¥±²¢¥­­®

° ¢­  ­³«¾.

�³±²¼ ­  ¯«®±ª®±²¨ Oxy, £¤¥ §  ª°¨¢®«¨­¥©­»¥ ª®®°¤¨­ ²» ¯°¨­¿²» x =

const ¨ y = const, § ¤ ­® ±ª «¿°­®¥ ¯®«¥ h(x; y). � ¯°®±²° ­±²¢¥ ¢¢¥¤¥¬ ¤¥ª °-

²®¢³¾ ±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨­ ², ¯³±²¼ z = h(x; y). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥

§ ¤ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¼, ¿¢«¿¾¹ ¿±¿ ¬®¤¥«¼¾ �¥¬«¨, £¤¥ h(x; y) | ¢»±®²  ¯®¢¥°µ-

­®±²¨ ­ ¤ ¯«®±ª®±²¼¾ Oxy. �¯°¥¤¥«¨¬ ­  ­¥© «¨­¨¨ ±²®ª  ¨ «¨­¨¨ ³°®¢­¿.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3. �¨­¨¥© ±²®ª  ­ §»¢ ¥²±¿ «¨­¨¿ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨, ª®²®° ¿

¯°®¥ª²¨°³¥²±¿ ­  ¯«®±ª®±²¼ Oxy ¢ ¨­²¥£° «¼­³¾ ª°¨¢³¾ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ £° -

¤¨¥­²  ±ª «¿°­®£® ¯®«¿ h. �.¥. ¢»±®²  ¯®¢¥°µ­®±²¨ ­ ¤ ¯«®±ª®±²¼¾ ¡»±²°¥¥

¢±¥£® ³¡»¢ ¥² ¯® «¨­¨¨ ±²®ª .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4. �¨­¨¥© ³°®¢­¿ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨ ­ §»¢ ¥²±¿ «¨­¨¿, ³¤®¢«¥-

²¢®°¿¾¹ ¿ ³° ¢­¥­¨¾ h(x; y) = const.

�¤®«¼ «¨­¨¨ ³°®¢­¿ ¢»±®²  ¯®¢¥°µ­®±²¨ ­ ¤ ¯«®±ª®±²¼¾ Oxy ®±² ¥²±¿ ¯®-

±²®¿­­®©.

�·¥¢¨¤­®, «¨­¨¨ ±²®ª  ¨ «¨­¨¨ ³°®¢­¿ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨ ®¡° §³¾² ¯¥°¯¥­¤¨-

ª³«¿°­»¥ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ±¥¬¥©±²¢ .

�­ «®£¨·­® ½²¨ «¨­¨¨ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¤«¿ ¬®¤¥«¨ §¥¬­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨, § -

¤ ­­®© ª ª £° ´¨ª ­ ¤ ¥¤¨­¨·­®© ±´¥°®©. � ½²®¬ ±«³· ¥ ­  ¥¤¨­¨·­®© ±´¥°¥,

£¤¥ ¯°¨­¿²» ±´¥°¨·¥±ª¨¥ ª°¨¢®«¨­¥©­»¥ ª®®°¤¨­ ²» � = const ¨ ' = const,

§ ¤ ­® ±ª «¿°­®¥ ¯®«¥ r = r(�; '), ª®²®°®¥ ®¯°¥¤¥«¿¥² ¢»±®²³ ¯®¢¥°µ­®±²¨ ­ ¤

¥¤¨­¨·­®© ±´¥°®©.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5. �¨­¨¥© ª°¨¢¨§­» ­ §»¢ ¥²±¿ «¨­¨¿ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨, ª ± -

²¥«¼­ ¿ ª ª®²®°®© ±®¢¯ ¤ ¥² ± ®¤­¨¬ ¨§ £« ¢­»µ ­ ¯° ¢«¥­¨©.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6. �¥®¤¥§¨·¥±ª®© ­ §»¢ ¥²±¿ «¨­¨¿ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨, ¢ ª ¦¤®©

²®·ª¥ ª®²®°®© £« ¢­ ¿ ­®°¬ «¼ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ­®°¬ «¼¾ ª ¯®¢¥°µ­®±²¨.

� ¤¨¬ £¥®£° ´¨·¥±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« , ¨§¢¥±²­®¥ ¢ ½­¶¨-

ª«®¯¥¤¨·¥±ª®© «¨²¥° ²³°¥.

�®¤®° §¤¥«®¬ ­ §»¢ ¥²±¿ «¨­¨¿ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨ �¥¬«¨, ª®²®° ¿ ° §¤¥«¿¥²

±²®ª  ²¬®±´¥°­»µ ®± ¤ª®¢ ¯® ¤¢³¬ ±ª«®­ ¬, ­ ¯° ¢«¥­­»¬ ¢ ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»¥

±²®°®­» [1].

�ª«®­ | ½²® ­ ª«®­­ ¿ ª £®°¨§®­²³ ¯®¢¥°µ­®±²¼, ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ª®²®°®©

¤ ­­ ¿ ¢®§¢»¸¥­­ ¿ · ±²¼ «¨²®±´¥°» ±¯³±ª ¥²±¿ ª ¯®­¨¦¥­­»¬ ¯°®±²° ­-

±²¢ ¬ [1].

�²®ª ®± ¤ª®¢ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¯® «¨­¨¿¬ ±²®ª . �± ¤ª¨, ¯®¯ ¢ ¢ ª ª³¾-²®

²®·ª³ ±ª«®­  ¯® ®¤­³ ±²®°®­³ ®² «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« , ³¦¥ ­¨ª ª ­¥ ±¬®£³² ¯®-

¯ ±²¼ ¯® ¤°³£³¾ ®² ­¥¥ ±²®°®­³. �® ¥¤¨­±²¢¥­­®© «¨­¨¨ ±²®ª , ¯°®µ®¤¿¹¥©

·¥°¥§ ½²³ ²®·ª³, ®­¨ ­ ¯° ¢¿²±¿ ¢ ®¤¨­ ¨§ ¡ ±±¥©­®¢ °¥ª, ª®²®°»¥ ° §£° ­¨-

·¨¢ ¥² «¨­¨¿ ¢®¤®° §¤¥« . �²® ¦¥ ¯°®¨§®©¤¥², ª®£¤  ®± ¤ª¨ ¯®¯ ¤³² ­  ± ¬

¢®¤®° §¤¥«? �±²¥±²¢¥­­® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ±²®ª ¯® ­¥¬³ ¨ ¯°®¨§®©¤¥². �­ ·¥
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®± ¤ª¨ ¤®«¦­» ±²¥·¼ ¢ ¡ ±±¥©­ °¥ª¨ ¯® ®¤­®¬³ ¨§ ±ª«®­®¢, ­® ± ² ª¨¬ ¦¥ ³±¯¥-

µ®¬ ®­¨ ¬®£³² ±²¥·¼ ¨ ¢ ¤°³£®© ¡ ±±¥©­ °¥ª¨ ¯® ¤°³£®¬³ ±ª«®­³. �§ ½²®£®

¢¨¤­®, ·²® «¨­¨¿ ¢®¤®° §¤¥«  ¿¢«¿¥²±¿ «¨­¨¥© ±²®ª .

�°®ª®¬¬¥­²¨°³¥¬ ½²®² ´ ª² ­  ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨ �¥¬«¨. �®§¼¬¥¬

¯°®¨§¢®«¼­³¾ ²®·ª³ ­  «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥«  ¢¬¥±²¥ ± ª ± ²¥«¼­®© ¯«®±ª®±²¼¾

ª ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¢ ­¥©. �¯°®¥ª²¨°³¥¬ ª ± ²¥«¼­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ­  ¯«®±ª®±²¼

¨«¨ ­  ¥¤¨­¨·­³¾ ±´¥°³. �»¤¥«¨¬ ¤¢  ­ ¯° ¢«¥­¨¿, ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­»¥ ¯°®-

¥ª¶¨¨ ª ± ²¥«¼­®© ª «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« . �·¥¢¨¤­®, ¯°¨ ±¬¥¹¥­¨¨ ¯® ½²¨¬ ­ -

¯° ¢«¥­¨¿¬ ¢»±®²  ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¡³¤¥² ³¡»¢ ²¼. �­ ·¨², ¢ ²®·ª¥, ¯°¨­ ¤«¥¦ -

¹¥© ¯°®¥ª¶¨¨ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« , ¡³¤¥² ¬ ª±¨¬³¬ ¤«¿ ®¡®¨µ ½²¨µ ­ ¯° ¢«¥­¨©.

�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ¢»±®²» ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¯® ¢¥ª²®°­®¬³ ¯®«¾, ¯¥°¯¥­-

¤¨ª³«¿°­®¬³ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« , ° ¢­  ­³«¾. �§ ½²®£® ¬®¦­® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼,

·²® «¨­¨¿ ¢®¤®° §¤¥«  ­  ¬®¤¥«¨ §¥¬­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¡³¤¥² «¨­¨¥© ±²®ª .

� £¥®£° ´¨¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¯®­¿²¨¥ ¢»±®²» ¯®¢¥°µ­®±²¨ ­ ¤ ³°®¢­¥¬ ¬®°¿.

�¨­¨¿¬¨ ³°®¢­¿ ­  §¥¬­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ² ª¨¥ «¨­¨¨, ¢¤®«¼

ª®²®°»µ ¢»±®²  ¯®¢¥°µ­®±²¨ ­ ¤ ³°®¢­¥¬ ¬®°¿ ®±² ¥²±¿ ¯®±²®¿­­®©. � «¾¡®©

± ¬®© ¬ «¥­¼ª®© ®ª°¥±²­®±²¨ ¢®¤®° §¤¥«  «¥¦¨² ¡¥±ª®­¥·­®¥ ª®«¨·¥±²¢® ¤°³-

£¨µ, ®²«¨·­»µ ®² ­¥¥ «¨­¨© ±²®ª . �·¥¢¨¤­®, «¨­¨¿ ¢®¤®° §¤¥«  ¡³¤¥² ± ¬®©

¯®«®£®© ¨§ ­¨µ. �²® ½²® §­ ·¨²? � ±±¬®²°¨¬ ¤¢¥ «¨­¨¨ ³°®¢­¿ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨

�¥¬«¨ ¨ ¡³¤¥¬ ¯¥°¥¬¥¹ ²¼±¿ ®² ®¤­®© ¤® ¤°³£®© ¯® ° §«¨·­»¬ «¨­¨¿¬ ±²®ª ,

«¥¦ ¹¨¬ ¡«¨§ª® ®² «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« . � ±±²®¿­¨¥, ¯°®©¤¥­­®¥ ®² ®¤­®© «¨-

­¨¨ ³°®¢­¿ ¤® ¤°³£®© ¯® «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« , ¡³¤¥² ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ¯°®µ®¤¿¹¥¥ ¯®

®±² «¼­»¬ ¡«¨§ª¨¬ «¨­¨¿¬ ±²®ª .

�¥°¥©¤¥¬ ¢ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª³¾ ¬®¤¥«¼. �ª®°®±²¼ ³¡»¢ ­¨¿ ¢»±®²» ¯®¢¥°µ-

­®±²¨ ­  «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥«  ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ ­  ®±² «¼­»µ «¨­¨¿µ ±²®ª  ¨§ ¥¥

®ª°¥±²­®±²¨. �­ ·¨², ª¢ ¤° ² ¤«¨­» £° ¤¨¥­² , ª®²®°»© ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®¥ª¶¨¥©

ª ± ²¥«¼­®£® ¢¥ª²®°  «¨­¨¨ ±²®ª  ­  ¯«®±ª®±²¼ ¨«¨ ¥¤¨­¨·­³¾ ±´¥°³, ­  «¨-

­¨¨ ¢®¤®° §¤¥«  ¿¢«¿¥²±¿ ¬¨­¨¬ «¼­»¬. �®§¼¬¥¬ ¯°®¨§¢®«¼­³¾ ²®·ª³ M ­ 

¯®¢¥°µ­®±²¨. �¥°¥§ ­¥¥ ¯°®µ®¤¨² ²®«¼ª® ®¤­  «¨­¨¿ ±²®ª . �¯°®¥ª²¨°³¥¬ ¥¥

­  ¯«®±ª®±²¼ ¨«¨ ­  ¥¤¨­¨·­³¾ ±´¥°³. �®§¼¬¥¬ ª¢ ¤° ² ¤«¨­» ª ± ²¥«¼­®£®

¢¥ª²®°  ª ½²®© ¯°®¥ª¶¨¨. �¥«¨·¨­³, ° ¢­³¾ ¥¬³, ­ §®¢¥¬ ª°³²¨§­®© ¯®¢¥°µ­®-

±²¨ ¢ ²®·ª¥M . �³±²¼ l| ª¢ ¤° ² ¤«¨­» ª ± ²¥«¼­®£® ¢¥ª²®° . �®£¤  f = l|

ª°³²¨§­ , § ¤ ¾¹ ¿ ±ª «¿°­®¥ ¯®«¥ ­  ¯«®±ª®±²¨, ­ ¤ ª®²®°®© § ¤ ­  ¯®¢¥°µ-

­®±²¼, ¨«¨ ­  ¥¤¨­¨·­®© ±´¥°¥. �·¥¢¨¤­®, ·²® ­  ¯°®¥ª¶¨¨ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« 

ª°³²¨§­  ¡³¤¥² ¬¨­¨¬ «¼­®© ¯® ®²­®¸¥­¨¾ ª ¯°®¥ª¶¨¿¬ ¤°³£¨µ ¡«¨§ª¨µ «¨-

­¨© ±²®ª . �.¥., ¥±«¨ ¬» ¡³¤¥¬ ¯¥°¥¬¥¹ ²¼±¿ ¨§ ²®·ª¨, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¥© ¯°®¥ª-

¶¨¨ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« , ¢ «¾¡®¬ ¨§ ¤¢³µ ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­»µ ¥© ­ ¯° ¢«¥­¨© ¢

¯«®±ª®±²¨ ¨«¨ ­  ¥¤¨­¨·­®© ±´¥°¥, ª°³²¨§­  ­ ·­¥² ³¢¥«¨·¨¢ ²¼±¿. �²® ¯°®¨±-

µ®¤¨² ¢ «¾¡®© ²®·ª¥ ¯°®¥ª¶¨¨ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« , ¯®½²®¬³ ª°³²¨§­  ¿¢«¿¥²±¿

±² ¶¨®­ °­»¬ ±ª «¿°­»¬ ¯®«¥¬ ¢¤®«¼ ¯°®¥ª¶¨¨ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥«  ­  ¯«®±-

ª®±²¼ ¨«¨ ¥¤¨­¨·­³¾ ±´¥°³.

�§ ¢±¥£® ±ª § ­­®£® ±«¥¤³¥², ·²® «¨­¨¾ ¢®¤®° §¤¥«  ­  ¬®¤¥«¿µ ¯®¢¥°µ­®-

±²¨ �¥¬«¨ ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ² ª¨¬ ®¡° §®¬.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 7. �¨­¨¿ ¢®¤®° §¤¥«  { ½²® °¥£³«¿°­ ¿ ª°¨¢ ¿ ­  ¯®¢¥°µ­®-



� ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°» ¨ ¬®¤¥«¨°®¢ ­¨¥. 1998. �»¯. 2. 7

±²¨, § ¤ ­­®© ª ª £° ´¨ª ­ ¤ ¯«®±ª®±²¼¾ ¨«¨ ­ ¤ ¥¤¨­¨·­®© ±´¥°®©, ³¤®¢«¥-

²¢®°¿¾¹ ¿ ±¢®©±²¢ ¬:

1) «¨­¨¿ ¢®¤®° §¤¥«  ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ¿¢«¿¥²±¿ «¨­¨¥© ±²®ª ;

2) ª°³²¨§­  ¢¤®«¼ ¯°®¥ª¶¨¨ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥«  ­  ¯«®±ª®±²¼ ¨«¨ ­  ¥¤¨­¨·-

­³¾ ±´¥°³ ¬¨­¨¬ «¼­  ±°¥¤¨ ¡«¨§ª¨µ ¯°®¥ª¶¨© «¨­¨© ±²®ª , ².¥. ®­  ¿¢«¿¥²±¿

±² ¶¨®­ °­»¬ ±ª «¿°­»¬ ¯®«¥¬ ¢¤®«¼ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« .

�®«¥¥ ¯®¤°®¡­® ±¢®©±²¢® (2) ¡³¤¥² ¯®¿±­¿²¼±¿ ¢ ° §¤¥«¥ 2, ¨§ ª®²®°®£® ¯®-

±«¥¤³¾² ³° ¢­¥­¨¿ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥«  ­  ¤¢³µ ° §«¨·­»µ ¬®¤¥«¿µ ¯®¢¥°µ­®±²¨

�¥¬«¨.

� ¬¥· ­¨¥ 1. �¥£·¥ ¢±¥£® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢®¤®° §¤¥« ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨ �¥¬«¨,

ª ª «¨­¨¾, ¯°®µ®¤¿¹³¾ ·¥°¥§ ¢¥°¸¨­³ £®°» ¨ ° §¤¥«¿¾¹³¾ £®°³ ­  ¤¢ 

±ª«®­ . �® ­  ± ¬®¬ ¤¥«¥ «¨­¨¿ ¢®¤®° §¤¥«  ±®±²®¨² ¨§ ¤¢³µ «¨­¨© ±²®ª ,

¢»µ®¤¿¹¨µ ¨§ ¢¥°¸¨­» ¢ ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»¥ ±²®°®­». � ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¬®-

¤¥«¨ ¢¥°¸¨­®© ¥±²¥±²¢¥­­® ±·¨² ²¼ ² ª³¾ ²®·ª³ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨, £° ¤¨¥­² ¢

ª®²®°®© ¢»°®¦¤¥­. �» ² ª¨¥ ²®·ª¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ­¥ ¡³¤¥¬.

� ±±¬®²°¨¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª³¾ ¬®¤¥«¼ ¯®¢¥°µ­®±²¨. �³±²¼ ¯®¢¥°µ­®±²¼ § -

¤ ­  ¢ ¤¥ª °²®¢®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ² ¨ ¿¢«¿¥²±¿ £° ´¨ª®¬ ´³­ª¶¨¨ h(x; y).

�²° §¨¬ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ±¨¬¬¥²°¨·­® ®² ª ª®©-­¨¡³¤¼ ¯«®±ª®±²¨, ¯ ° ««¥«¼­®©

Oxy. �°®¥ª¶¨¨ «¨­¨© ±²®ª  ­  Oxy ­  ¨±µ®¤­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¨ ­  ¯®«³·¥­­®©

±®¢¯ ¤³², ­® ¯®¬¥­¿¾² ­ ¯° ¢«¥­¨¥, £° ¤¨¥­² ¯®«³·¥­­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¡³¤¥²

­ ¯° ¢«¥­ ¯°®²¨¢®¯®«®¦­® £° ¤¨¥­²³ ¨±µ®¤­®©. �°¨ ² ª®¬ ®²° ¦¥­¨¨ «¨­¨¨

¢®¤®° §¤¥«  ¯¥°¥©¤³² ¢ «¨­¨¨, ª®²®°»¥ ­ §®¢¥¬ «¨­¨¿¬¨ °¥ª¨.

�·¥¢¨¤­®, ·²® «¨­¨¿ °¥ª¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±¢®©±²¢ ¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ «¨­¨¨ ¢®-

¤®° §¤¥« . �¥¬ ¦¥ «¨­¨¿ ¢®¤®° §¤¥«  ®²«¨· ¥²±¿ ®² «¨­¨¨ °¥ª¨? � ±±¬®²°¨¬

¯°®¨§¢®«¼­³¾ «¨­¨¾ ±²®ª , ¡«¨§ª³¾ ª «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« . �³¤¥¬ ®¯³±ª ²¼±¿

¯® «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥«  ¢ ²®·ª¨ ± ¬¥­¼¸¥© ¢»±®²®©. �¥¬ ­¨¦¥ ®¯³±ª ²¼±¿, ²¥¬

±¨«¼­¥¥ ¢»¡° ­­ ¿ ­ ¬¨ «¨­¨¿ ±²®ª  ¡³¤¥² ®²ª«®­¿²¼±¿ ®² «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« .

�²® ¢¨¤­® ¨§ ´®°¬» ¯®¢¥°µ­®±²¨, ª®²®° ¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¼¾

£®°». �±«¨ ¢§¿²¼ «¨­¨¾ ±²®ª , ¡«¨§ª³¾ ª «¨­¨¨ °¥ª¨, ¨ ¯¥°¥¬¥¹ ²¼±¿ ¯® «¨­¨¨

°¥ª¨ ¢ ¡®«¥¥ ­¨§ª¨¥ ²®·ª¨, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨¥ ¥©, ²® ¡«¨§ª ¿ ª ­¥© «¨­¨¿ ±²®ª 

¡³¤¥², ­ ®¡®°®², ¯°¨¡«¨¦ ²¼±¿ ª «¨­¨¨ °¥ª¨.

�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ­  ¯«®±ª®±²¨ Oxy ¯°®¥ª¶¨¨ ¡«¨§ª¨µ ª ¢®¤®° §¤¥«³ «¨­¨©

±²®ª  ¡³¤³² ° ±µ®¤¨²¼±¿ ®² ¯°®¥ª¶¨¨ ¢®¤®° §¤¥«  ¢ ° §­»¥ ±²®°®­»; ¯°®¥ª¶¨¨

«¨­¨© ±²®ª , ¡«¨§ª¨µ ª «¨­¨¨ °¥ª¨, ¡³¤³² ±µ®¤¨²¼±¿ ª ¯°®¥ª¶¨¨ «¨­¨¨ °¥ª¨.

�±«¨ ¯®¢¥°µ­®±²¼, § ¤ ­­³¾ ª ª £° ´¨ª ­ ¤ ¥¤¨­¨·­®© ±´¥°®©, ±¨¬¬¥-

²°¨·­® ®²° §¨²¼ ®² «¾¡®© ±´¥°», ª®­¶¥­²°¨·¥±ª®© ± ¥¤¨­¨·­®© ±´¥°®©, ²®

¯°®¨§®©¤¥² ²® ¦¥ ± ¬®¥.

� ª¦¥ ¢ ¤ ­­®© ° ¡®²¥ ¤®ª §»¢ ¾²±¿ ¤¢¥ ²¥®°¥¬».

�¥®°¥¬  1. �±«¨ ¯®¢¥°µ­®±²¼ § ¤ ­  ª ª £° ´¨ª ­ ¤ ¯«®±ª®²¼¾, ²® «¨­¨¨

¢®¤®° §¤¥«  ¨ «¨­¨¨ °¥ª¨ ­  ­¥©

1) ¿¢«¿¾²±¿ «¨­¨¿¬¨ ª°¨¢¨§­»;

2) ¯°®¥ª²¨°³¾²±¿ ­  ½²³ ¯«®±ª®±²¼ ¢ ®²°¥§®ª ¯°¿¬®© «¨­¨¨;

3) ¿¢«¿¾²±¿ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¬¨ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨.
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�¥®°¥¬  2. �±«¨ ¯®¢¥°µ­®±²¼ § ¤ ­  ª ª £° ´¨ª ­ ¤ ¥¤¨­¨·­®© ±´¥°®©, ²®

«¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥«  ¨ «¨­¨¨ °¥ª¨ ­  ­¥©

1) ¿¢«¿¾²±¿ «¨­¨¿¬¨ ª°¨¢¨§­»;

2) ¯°®¥ª²¨°³¾²±¿ ­  ½²³ ¥¤¨­¨·­³¾ ±´¥°³ ¢ ¤³£³ ®ª°³¦­®±²¨, ª®²®° ¿

¿¢«¿¥²±¿ ±¥·¥­¨¥¬ ±´¥°» ¯«®±ª®±²¼¾, ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§ ¶¥­²°;

3) ¿¢«¿¾²±¿ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¬¨ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨.

�  ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¯³­ª²» (2) ¨ (3) ²¥®°¥¬ ¯°®²¨¢®°¥· ² ± ®¯»²®¬, ­®, ±ª®-

°¥¥ ¢±¥£®, ½²® ¬®¦­® ®¡º¿±­¨²¼ ²¥¬, ·²® ¯®¢¥°µ­®±²¼ �¥¬«¨ ¬» ¯°¨¡«¨§¨«¨

¤¢ ¦¤» ­¥¯°¥°»¢­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬®© ¯®¢¥°µ­®±²¼¾ ¨ ­¥ ³·«¨ ²¥ ±¢®©±²¢ 

�¥¬«¨, ª®²®°»¥ ¬» ­¥ ®¯¨±»¢ ¥¬ §¤¥±¼ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨. � ¯°¨¬¥°, ­  ¯«®±ª®-

£®°¼¥ «¨­¨¾ ¢®¤®° §¤¥«  ¬®¦­® ¯°®¢¥±²¨ ¬­®£¨¬¨ ±¯®±®¡ ¬¨, ­® ² ª¨¥ ²®·ª¨

¬» ¨±ª«¾·¨«¨ ¨§ ° ±±¬®²°¥­¨¿. �° ¥ª²®°¨¿ £®°­®© °¥ª¨ ­¥ ¢±¥£¤  ±®¢¯ ¤ ¥²

± «¨­¨¥© ±²®ª , ½²® ®¡º¿±­¿¥²±¿ ¤¥©±²¢³¾¹¨¬¨ ­  ¢®¤³ ´¨§¨·¥±ª¨¬¨ ±¨« ¬¨,

ª®²®°»¥ ²®¦¥ ­¥ ®¯¨±»¢ ¾²±¿ §¤¥±¼ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨. �®§¬®¦­®, ¥±²¼  «¼²¥°­ -

²¨¢­»¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥«  ¨ °¥ª¨, £¤¥ ¢»¸¥³¯®¬¿­³²»¥ ¯°®²¨¢®-

°¥·¨¿ ­¥ ¡³¤³² ¢®§­¨ª ²¼.

2. �° ¢­¥­¨¿ «¨­¨© ¢®¤®° §¤¥«  ¨ °¥ª¨

� ¯®¬­¨¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« .

�¨­¨¿ ¢®¤®° §¤¥«  | ½²® °¥£³«¿°­ ¿ ª°¨¢ ¿ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨, § ¤ ­­®© ª ª

£° ´¨ª ­ ¤ ¯«®±ª®±²¼¾ ¨«¨ ­ ¤ ¥¤¨­¨·­®© ±´¥°®©, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ±«¥¤³¾-

¹¨¬ ±¢®©±²¢ ¬:

1) «¨­¨¿ ¢®¤®° §¤¥«  ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ¿¢«¿¥²±¿ «¨­¨¥© ±²®ª ;

2) ª°³²¨§­  ¢¤®«¼ ¯°®¥ª¶¨¨ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥«  ­  ¯«®±ª®±²¼ ¨«¨ ­  ¥¤¨­¨·-

­³¾ ±´¥°³ ¬¨­¨¬ «¼­  ±°¥¤¨ ¡«¨§ª¨µ ¯°®¥ª¶¨© «¨­¨© ±²®ª , ².¥. ®­  ¿¢«¿¥²±¿

±² ¶¨®­ °­»¬ ±ª «¿°­»¬ ¯®«¥¬ ¢¤®«¼ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« .

2.1. �° ¢­¥­¨¥ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥«  ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨, § -

¤ ­­®© £° ´¨ª®¬ ­ ¤ ¯«®±ª®±²¼¾

�³±²¼ ¯®¢¥°µ­®±²¼ § ¤ ­  ¢ ¤¥ª °²®¢®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ²: z = h(x; y): � ¯¨-

¸¥¬ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ «¨­¨¨ ±²®ª . �¨­¨¥© ±²®ª  ¿¢«¿¥²±¿ ª°¨¢ ¿

­  ¯®¢¥°µ­®±²¨, ª®²®° ¿ ¯°®¥ª²¨°³¥²±¿ ­  ¯«®±ª®±²¼ Oxy ¢ ¨­²¥£° «¼­³¾ ª°¨-

¢³¾ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ £° ¤¨¥­²  ´³­ª¶¨¨ h.

�³c²¼ hgrad h;

~

da(x; y)i = h

x

dx+h

y

dy | ¯°®¨§¢®¤­ ¿ h ¯® ¢¥ª²®°­®¬³ ¯®«¾

~

da, § ¤ ­­®¬³ ¢ Oxy. �·¥¢¨¤­®, £° ¤¨¥­² h ¨¬¥¥² ² ª®© ¢¨¤: grad h = h

x

~

i+h

y

~

j.

�  ¯®¢¥°µ­®±²¨ § ¤ ­  «¨­¨¿: ~r(t) = x(t)

~

i+ y(t)

~

j+ h(x(t); y(t))

~

k, £¤¥ (

~

i;

~

j;

~

k)

| ®°²®­®°¬¨°®¢ ­­»© ¡ §¨± ¢ E

3

, t | ª ª®©-­¨¡³¤¼ ¯ ° ¬¥²°. �®£¤  ~a(t) =

x(t)

~

i+ y(t)

~

j | ¥¥ ¯°®¥ª¶¨¿ ­  ¯«®±ª®±²¼ Oxy. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

~

da(t) = dx(t)

~

i+

dy(t)

~

j | ª ± ²¥«¼­®¥ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ª ¯°®¥ª¶¨¨ «¨­¨¨ ­  ¯«®±ª®±²¼. �®½²®¬³,

¥±«¨ «¨­¨¿ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ «¨­¨¥© ±²®ª , ²® ­  ­¥©

~

da = h

x

~

i+ h

y

~

j =

grad h, ².¥. dx = h

x

, dy = h

y

.
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�°³²¨§­  ­  ¯°®¥ª¶¨¨ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥«  ±² ¶¨®­ °­ . �§ ¥¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿

±«¥¤³¥², ·²® l, ª¢ ¤° ² ¤«¨­» ª ± ²¥«¼­®£® ¢¥ª²®°  ª ¯°®¥ª¶¨¨ «¨­¨¨ ±²®ª ,

²®¦¥ ±² ¶¨®­ °¥­ ­  «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« . �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ­  «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« 

hgrad l(x; y);

~

dai = 0; £¤¥

~

da = h

y

~

i� h

x

~

j

| ­ ¯° ¢«¥­¨¥, ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­®¥ «¨­¨¨ ±²®ª ,   l = hgrad h; grad hi = h

2

x

+ h

2

y

.

�®½²®¬³

(h

2

x

+ h

2

y

)

x

h

y

� (h

2

x

+ h

2

y

)

y

h

x

= 0

(2h

xx

h

x

+ 2h

xy

h

y

)h

y

� (2h

xy

h

x

+ 2h

yy

h

y

)h

x

= 0 ¨«¨

h

xx

h

x

h

y

+ h

xy

h

2

y

� h

xy

h

2

x

� h

yy

h

x

h

y

= 0 (1:1)

�° ¢­¥­¨¥ (1:1) ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­  «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥«  ¨ ­  «¨­¨¨ °¥ª¨.

�°¨¬¥° 1. � ±±¬®²°¨¬ ½««¨¯²¨·¥±ª¨© ¯ ° ¡®«®¨¤

x

2

2a

2

+

y

2

2b

2

= z = h(x; y).

� ©¤¥¬ ­  ­¥¬ «¨­¨¾ °¥ª¨.

h

x

=

x

a

2

; h

y

=

y

b

2

; h

xx

=

1

a

2

; h

xy

= 0; h

yy

=

1

a

2

:

�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ³° ¢­¥­¨¥ «¨­¨¨ °¥ª¨ ­  ­¥¬ ¡³¤¥² ² ª¨¬:

xy

a

4

b

2

�

xy

a

2

b

4

=

xy

a

2

b

2

�

1

a

2

�

1

b

2

�

= 0:

�·¥¢¨¤­®, ½²®¬³ ³° ¢­¥­¨¾ ­  ½««¨¯²¨·¥±ª®¬ ¯ ° ¡®«®¨¤¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² «¨-

­¨¨, ª®²®°»¥ ­  ¯«®±ª®±²¼ Oxy ¯°®¥ª²¨°³¾²±¿ ¢ ¯°¿¬»¥ x = 0 ¨ y = 0. �±«¨

a > b, ²® «¨­¨¥© °¥ª¨ ¥±²¥±²¢¥­­® ±·¨² ²¼ «¨­¨¾ x = 0. �  ¢²®°®© «¨­¨¨

³° ¢­¥­¨¥ (1.1) ¢»¯®«­¿¥²±¿ ¯®²®¬³, ·²® ¥¥ ª°³²¨§­  ²®¦¥ ±² ¶¨®­ °­ , ­®,

­ ®¡®°®², ¬ ª±¨¬ «¼­ . �·¥¢¨¤­®, ½²¨ «¨­¨¨ ¡³¤³² ¢µ®¤¨²¼ ¢ ±¥¬¥©±²¢® «¨­¨©

±²®ª . �  «¨­¨¿µ ±²®ª  dy = h

y

; dx = h

x

. � ©¤¥¬ ³° ¢­¥­¨¿ ¨µ ¯°®¥ª¶¨© ­ 

¯«®±ª®±²¼ Oxy. �³±²¼ h

x

6= 0.

dy

dx

=

h

y

h

x

=

a

2

y

b

2

x

; ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®;

dy

y

=

a

2

dx

b

2

x

:

�²±¾¤ , ³° ¢­¥­¨¥¬ ¯°®¥ª¶¨© «¨­¨© ±²®ª  ¡³¤¥² C

1

jyj = C

2

jxj

a

2

b

2

. �±«¨ C

1

=

0; C

2

6= 0, ¯®«³· ¥¬ «¨­¨¾ x = 0. �±«¨ ­ ®¡®°®², ²® ¯®«³· ¥¬ «¨­¨¾ y = 0.

2.2. �° ¢­¥­¨¥ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥«  ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨, § -

¤ ­­®© ª ª £° ´¨ª ­ ¤ ¥¤¨­¨·­®© ±´¥°®©

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 8. �¢¥§¤­®© ¯®¢¥°µ­®±²¼¾ ®²­®±¨²¥«¼­® ²®·ª¨ O ¢ ¯°®±²° ­-

±²¢¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ² ª ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼, ª®²®°³¾ ¢±¿ª¨© «³·, ¢»µ®¤¿¹¨© ¨§ ²®·ª¨

O, ¯¥°¥±¥ª ¥² ²®«¼ª® ®¤¨­ ° §.

�¾¡³¾ §¢¥§¤­³¾ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¬®¦­® § ¤ ²¼ £° ´¨ª®¬ ­ ¤ ¥¤¨­¨·­®© ±´¥-

°®©.

�³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±´¥°¨·¥±ª³¾ ±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨­ ². �­  ±¢¿§ ­  ± ¤¥-

ª °²®¢®© ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ´®°¬³« ¬¨:



� ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°» ¨ ¬®¤¥«¨°®¢ ­¨¥. 1998. �»¯. 2. 10

x = r cos � cos';

y = r cos � sin'; � 2 (

��

2

;

�

2

); ' 2 (0; 2�);

z = r sin �:

£¤¥ r | ° ¤¨³± ²®·ª¨; � | ³£®« ¬¥¦¤³ ° ¤¨³±®¬ ²®·ª¨ ¨ ¢¥ª²®°®¬

~

k; ' |

³£®« ¬¥¦¤³ ¯°®¥ª¶¨¥© ° ¤¨³±  ­  ¯«®±ª®±²¼ Oxy ¨ ¢¥ª²®°®¬

~

i: �  ¥¤¨­¨·­®©

±´¥°¥ ª®®°¤¨­ ² ¬¨ ¡³¤³² � ¨ '.

�³±²¼ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ¥¤¨­¨·­®© ±´¥°» ®¯°¥¤¥«¥­® ±ª «¿°­®¥ ¯®«¥ r =

r(�; '). �±«¨ ®² ª ¦¤®© ²®·ª¨ ±´¥°» ¯® ° ¤¨³±³ ®²ª« ¤»¢ ²¼ r, ²® ¬®¦­®

±ª § ²¼, ·²® ³ ­ ± § ¤ ­  §¢¥§¤­ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼,   r| ¥¥ ¢»±®²  ­ ¤ ¥¤¨­¨·­®©

±´¥°®©.

� ª ¦¤®© ²®·ª¥ ± ° ¤¨³±®¬ ~r ¯°®±²° ­±²¢  E

3

±³¹¥±²¢³¥² ®°²®­®°¬¨°®-

¢ ­­»© ¡ §¨± (~e

r

; ~e

�

; ~e

'

):

~e

r

= sin �

~

k + cos � cos'

~

i+ cos � sin'

~

j;

~e

�

= cos �

~

k � sin � cos'

~

i� sin � sin'

~

j; (1:2)

~e

'

= � sin'

~

i+ cos'

~

j:

~e

r

­ ¯° ¢«¥­ ¯® ° ¤¨³±³; ~e

�

| ¥¤¨­¨·­»© ¢¥ª²®° ­  ±´¥°¥ ° ¤¨³±  r, ª ± ²¥«¼-

­»© ª «¨­¨¨ ' = const; ~e

'

| ª «¨­¨¨ � = const.

� ©¤¥¬ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ «¨­¨© ±²®ª  ­  §¢¥§¤­®© ¯®¢¥°µ­®-

±²¨. �¡®§­ ·¨¬ a(�; ') | ¥¤¨­¨·­ ¿ ±´¥° , a(�(t); '(�)) | «¨­¨¿ ­  ¥¤¨­¨·­®©

±´¥°¥. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

~

da(t) = (~e

r

)

�

d� + (~e

r

)

'

d' | ª ± ²¥«¼­»© ¢¥ª²®° ª ¥¤¨-

­¨·­®© ±´¥°¥. �§ (1.2) ±«¥¤³¥²:

(~e

r

)

�

= ~e

�

; (~e

r

)

'

= cos �~e

'

; (~e

�

)

�

= �~e

r

;

(~e

�

)

'

= � sin �~e

'

; (~e

'

)

�

= 0; (~e

'

)

'

= sin �~e

�

� cos �~e

r

: (1:3)

�®½²®¬³

~

da = (~e

r

)

�

d� + (~e

r

)

'

d' = ~e

�

d� + ~e

'

cos �d'

| ª ± ²¥«¼­®¥ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ­  ¥¤¨­¨·­®© ±´¥°¥.

�® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾, ¯°®¨§¢®¤­ ¿ r ¯® ­ ¯° ¢«¥­¨¾ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿

~

da ° ¢­ 

hgrad r;

~

dai = r

�

d�+ r

'

d'. � ¤°³£®© ±²®°®­», hgrad r;

~

dai = g

1

d�+ g

2

cos �d'; £¤¥

g

1

, g

2

| ±®±² ¢«¿¾¹¨¥ £° ¤¨¥­²  ¯® ¡ §¨±³. �°¨° ¢­¿¥¬ ¯° ¢»¥ · ±²¨ ½²¨µ

¢»° ¦¥­¨©:

g

1

d� + g

2

cos �d' = r

�

d� + r

'

d':

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®

g

1

= r

�

; g

2

=

r

'

cos �

; ²:¥: grad r = r

�

~e

�

+

r

'

cos �

~e

'

:

� ª ª ª ­  ¯°®¥ª¶¨¨ «¨­¨¨ ±²®ª  d�~e

�

+cos �d'~e

'

= r

�

~e

�

+

r

'

cos �

~e

'

, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

­  ­¥© d� = r

�

¨ d' =

r

'

cos

2

�

.
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l(�; ') = r

2

�

+

r

2

'

cos

2

�

| ª¢ ¤° ² ¤«¨­» ª ± ²¥«¼­®£® ¢¥ª²®°  ¯°®¥ª¶¨¨ «¨­¨¨ ±²®ª .

�  ¯°®¥ª¶¨¨ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥«  ±ª «¿°­®¥ ¯®«¥ l(�; ') ±² ¶¨®­ °­®, ¯®½²®¬³

hgrad l; grad r

?

i = 0; (1:4)

£¤¥ grad r

?

=

r

'

cos �

~e

�

� r

�

~e

'

.

� ©¤¥¬ grad l  ­ «®£¨·­® grad r. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

grad l = l

�

~e

�

+

l

'

cos �

~e

'

:

�®¤±² ¢¨¬ grad l ¨ grad r

?

¢ (1.4):

l

�

r

'

cos �

�

l

'

r

�

cos �

= 0; §­ ·¨² l

�

r

'

� l

'

r

�

= 0

¢»¯®«­¿¥²±¿ ­  «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« . �·¥¢¨¤­®,

l

�

= 2r

�

r

��

+

2r

'

cos �

�

r

'�

cos � + r

'

sin �

cos

2

�

�

; l

'

= 2r

�

r

�'

+

2r

'

r

''

cos

2

�

:

�®½²®¬³ ¤®«¦­® ¡»²¼:

l

�

r

'

� l

'

r

�

= 2(r

�

r

'

r

��

+

r

2

'

r

�'

cos

2

�

+

r

3

'

tg �

cos

2

�

� r

2

�

r

�'

�

r

'

r

�

r

''

cos

2

�

) = 0:

�«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

r

�

r

'

r

��

+

r

2

'

r

�'

cos

2

�

+

r

3

'

tg �

cos

2

�

� r

2

�

r

�'

�

r

'

r

�

r

''

cos

2

�

= 0 (1:5)

| ³° ¢­¥­¨¥ «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥«  ­  §¢¥§¤­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨.

3. �¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  «¨­¨© ¢®¤®° §-

¤¥«  ¨ °¥ª¨ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨, ¿¢«¿¾¹¥©±¿

£° ´¨ª®¬ ­ ¤ ¯«®±ª®±²¼¾

�¥®°¥¬  3. �±«¨ ¯®¢¥°µ­®±²¼ § ¤ ­  ª ª £° ´¨ª ­ ¤ ¯«®±ª®²¼¾, ²® «¨­¨¨

¢®¤®° §¤¥«  ¨ «¨­¨¨ °¥ª¨ ­  ­¥©

1) ¿¢«¿¾²±¿ «¨­¨¿¬¨ ª°¨¢¨§­»;

2) ¯°®¥ª²¨°³¾²±¿ ­  ½²³ ¯«®±ª®±²¼ ¢ ®²°¥§®ª ¯°¿¬®© «¨­¨¨;

3) ¿¢«¿¾²±¿ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¬¨ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. 1. �±«¨ ¯®¢¥°µ­®±²¼ § ¤ ­  ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨: x = x(u; v),

y = y(u; v), z = z(u; v), ²® ¢ [2] ³° ¢­¥­¨¥ «¨­¨© ª°¨¢¨§­» § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ² ª:
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�

�

�

�

�

�

dv

2

�dudv du

2

E F G

L M N

�

�

�

�

�

�

= 0:

� ° ¬¥²°¨§³¥¬ ¯®¢¥°µ­®±²¼ z = h(x; y) ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

x = x; y = y; z = h(x; y):

~r(x; y) = x

~

i+ y

~

j + h(x; y)

~

k | ° ¤¨³±-¢¥ª²®° ¯®¢¥°µ­®±²¨.

�®±·¨² ¥¬ E, F , G, L, M , N .

E = (~r

x

; ~r

x

); F = (~r

x

; ~r

y

); G = (~r

y

; ~r

y

):

~r

x

=

~

i+ h

x

~

k; ~r

y

=

~

j + h

y

~

k:

�®½²®¬³

E = 1 + h

2

x

; F = h

x

h

y

; G = 1 + h

2

y

:

L = (~r

xx

; ~n); M = (~r

xy

; ~n); N = (~r

yy

; ~n):

~n | ½²® ­®°¬ «¼ ¯®¢¥°µ­®±²¨.

~n =

1

p

EG � F

2

[~r

x

; ~r

y

];

p

EG� F

2

=

q

1 + h

2

x

h

2

y

+ h

2

x

+ h

2

y

� h

2

x

h

2

y

=

q

1 + h

2

x

+ h

2

y

;

~n =

1

p

1 + h

2

x

+ h

2

y

�

�

�

�

�

�

~

i

~

j

~

k

1 0 h

x

0 1 h

y

�

�

�

�

�

�

=

1

p

1 + h

2

x

+ h

2

y

(�h

x

~

i� h

y

~

j +

~

k):

~r

xx

= h

xx

~

k; ~r

xy

= h

xy

~

k; ~r

yy

= h

yy

~

k:

L =

h

xx

p

1 + h

2

x

+ h

2

y

; M =

h

xy

p

1 + h

2

x

+ h

2

y

; N =

h

yy

p

1 + h

2

x

+ h

2

y

:

�±«¨ ¬» ¯®¤±² ¢¨¬ E, F , G, L, M , N ¢ ³° ¢­¥­¨¥ «¨­¨© ª°¨¢¨§­», ²® ¢ ½²®¬

±«³· ¥ ½²® ³° ¢­¥­¨¥ ¡³¤¥² ¢»£«¿¤¥²¼ ² ª:

1

p

1 + h

2

x

+ h

2

y

�

�

�

�

�

�

dy

2

�dxdy dx

2

1 + h

2

x

h

x

h

y

1 + h

y

h

xx

h

xy

h

yy

�

�

�

�

�

�

= 0:

�¤®«¼ «¨­¨¨ ±²®ª  dx = h

x

¨ dy = h

y

, ¯®½²®¬³ ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» «¨­¨¿ ±²®ª 

®ª § « ±¼ «¨­¨¥© ª°¨¢¨§­», ­³¦­®, ·²®¡» ¢»¯®«­¿«®±¼ ³° ¢­¥­¨¥:

�

�

�

�

�

�

h

2

y

�h

x

h

y

h

2

x

1 + h

2

x

h

x

h

y

1 + h

y

h

xx

h

xy

h

yy

�

�

�

�

�

�

= 0:
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�°¨¡ ¢¨¬ ª ¯¥°¢®© ±²°®·ª¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ ¢²®°³¾,   § ²¥¬ ®² ²°¥²¼¥£® ±²®«¡¶ 

®²­¨¬¥¬ ¯¥°¢»©:

�

�

�

�

�

�

h

2

y

�h

x

h

y

h

2

x

1 + h

2

x

h

x

h

y

1 + h

y

h

xx

h

xy

h

yy

�

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

1 + h

2

x

+ h

2

y

0 1 + h

2

x

+ h

2

y

1 + h

2

x

h

x

h

y

1 + h

2

y

h

xx

h

xy

h

yy

�

�

�

�

�

�

=

=

�

�

�

�

�

�

1 + h

2

x

+ h

2

y

0 0

1 + h

2

x

h

x

h

y

h

2

y

� h

2

x

h

xx

h

xy

h

yy

� h

xx

�

�

�

�

�

�

= (1 + h

2

x

+ h

2

y

)(h

yy

h

x

h

y

� h

xx

h

x

h

y

� h

xy

h

2

y

+

+h

xy

h

2

x

):

� ª ª ª 1+h

2

x

+h

2

y

> 0 ¤«¿ ¢±¥µ x ¨ y, ²® ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¡³¤¥² ° ¢¥­ ­³«¾, ¥±«¨

h

yy

h

x

h

y

�h

xx

h

x

h

y

�h

xy

h

2

y

+h

xy

h

2

x

= 0, ².¥. ­  «¨­¨¨ ¢®¤®° §¤¥« . �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

«¨­¨¿ ¢®¤®° §¤¥«  | ½²® «¨­¨¿ ª°¨¢¨§­» («¨­¨¿ °¥ª¨ ²®¦¥ ¿¢«¿¥²±¿ «¨­¨¥©

ª°¨¢¨§­», ¯®²®¬³ ·²® (1:1) ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­  ­¥©).

2. �®ª ¦¥¬, ·²® «¨­¨¿ ¢®¤®° §¤¥«  ±¯°®¥ª²¨°³¥²±¿ ¢ ®²°¥§®ª ¯°¿¬®©. �«¿

½²®£® ¤®ª ¦¥¬, ·²® «¨­¨¿ ¢®¤®° §¤¥«  ±¯°®¥ª²¨°³¥²±¿ ¢ «¨­¨¾, ª®²®° ¿ ¿¢«¿-

¥²±¿ £¥®¤¥§¨·¥±ª®© ­  ¯«®±ª®±²¨. � ª ª ª £¥®¤¥§¨·¥±ª®© ­  ¯«®±ª®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿

¯°¿¬ ¿, ²® ¨§ ½²®£® ¡³¤¥² ±«¥¤®¢ ²¼, ·²® «¨­¨¿ ¢®¤®° §¤¥«  ¯°®¥ª²¨°³¥²±¿

¢ ®²°¥§®ª ¯°¿¬®© «¨­¨¨. � ¯¨¸¥¬ ³° ¢­¥­¨¥ £¥®¤¥§¨·¥±ª®© ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨

~r(u; v).

�

�

�

�

�

h~r

u

;

~

dri h~r

u

;

~

d

2

ri

h~r

v

;

~

dri h~r

v

;

~

d

2

ri

�

�

�

�

�

= 0:

�«®±ª®±²¼ Oxy ¢ ª°¨¢®«¨­¥©­»µ ª®®°¤¨­ ² µ x = const, y = const ¬®¦­®

§ ¤ ²¼ ² ª: ~r(x; y) = x

~

i+ y

~

j. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ~r

x

=

~

i, ~r

y

=

~

j,   ³° ¢­¥­¨¥ £¥®¤¥-

§¨·¥±ª¨µ ­  Oxy ¡³¤¥² ² ª¨¬:

�

�

�

�

dx d

2

x

dy d

2

y

�

�

�

�

= 0:

�¯°¥¤¥«¨¬, ¯°¨ ª ª¨µ ³±«®¢¨¿µ ¯°®¥ª¶¨¿ «¨­¨¨ ±²®ª  ¡³¤¥² £¥®¤¥§¨·¥±ª®©

­  ¯«®±ª®±²¨. �¤®«¼ ¯°®¥ª¶¨¨ «¨­¨¨ ±²®ª 

~

dr = (h

x

; h

y

). �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢¤®«¼

­¥¥

~

d

2

r = (h

xx

h

x

+ h

xy

h

y

; h

xy

h

x

+ h

yy

h

y

).

�®¤±² ¢¨¬ ½²® ¢±¥ ¢ ³° ¢­¥­¨¥ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨µ ­  ¯«®±ª®±²¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

¥±«¨ ¢¤®«¼ ¯°®¥ª¶¨¨ «¨­¨¨ ±²®ª  ­  ¯«®±ª®±²¼ Oxy ¢»¯®«­¿¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥

�

�

�

�

h

x

h

xx

h

x

+ h

xy

h

y

h

y

h

xy

h

x

+ h

yy

h

y

�

�

�

�

= 0;

²® ®­  ¿¢«¿¥²±¿ £¥®¤¥§¨·¥±ª®©. �±«¨ ¬» ° ±ª°®¥¬ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼, ²® ¯®«³·¨¬

³° ¢­¥­¨¥ h

xy

h

2

x

+ h

yy

h

y

h

x

� h

xx

h

x

h

y

� h

xy

h

2

y

= 0,   ®­® ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­  «¨­¨¨


