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In this paper the graph structure of the k{factor polytope vertices is described.

1. �¢¥¤¥¨¥

� °¿¤¥  «£®°¨²¬®¢ ª®¬¡¨ ²®°®© ®¯²¨¬¨§ ¶¨¨ ¸¨°®ª® ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¨´®°-

¬ ¶¨¿ ® ¯®«¨½¤° «¼®© ±²°³ª²³°¥ ¢»¯³ª«»µ ®¡®«®·¥ª ¤®¯³±²¨¬»µ °¥¸¥¨©

° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ § ¤ ·. �¨°®ª¨© ª« ±± ®¡° §³¾² ½ª±²°¥¬ «¼»¥ § ¤ ·¨ ¢ ±«¥-

¤³¾¹¥© ¯®±² ®¢ª¥. �³±²¼ E { ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢®; c : E ! R {  ¤¤¨²¨¢»©

´³ª¶¨® «   E; = � 2

E

{ ¥ª®²®°®¥ ±¥¬¥©±²¢® ¯®¤¬®¦¥±²¢ ¬®¦¥±²¢  E.

�°¥¡³¥²±¿  ©²¨ ² ª®© H

�

2 =, ·²® c(H

�

) � c(H) ¤«¿ «¾¡®£® H 2 =. �®«¨-

½¤° «¼»© ¯®¤µ®¤ ª   «¨§³ ¨ °¥¸¥¨¾ ² ª®© § ¤ ·¨ § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ±®¯®±² -

¢«¥¨¨ ¥© ±¯¥¶¨ «¼®£® (0; 1)-¬®£®£° ¨ª  ¨ ¨±±«¥¤®¢ ¨¨ ¯®«¨½¤° «¼®© ¨

ª®¬¡¨ ²®°®© ±²°³ª²³°» ¯®±«¥¤¥£® (±¬.,  ¯°., [1] ). �®¦¥±²¢³ E ±®¯®±² -

¢¨¬ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢® R

E

, ¨¬¥¿ ¢¢¨¤³ ¢§ ¨¬®®¤®§ ·®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥

¬¥¦¤³ E ¨ ¬®¦¥±²¢®¬ ª®®°¤¨ ²»µ ®±¥© ¯°®±²° ±²¢  R

E

, ¯®±«¥ ·¥£® ¤«¿

«¾¡®£® F 2 2

E

®¯°¥¤¥«¨¬ ¥£® ¢¥ª²®° ¨¶¨¤¥¶¨© x

F

2 R

E

ª ª ¢¥ª²®°-±²®«¡¥¶

± ª®¬¯®¥² ¬¨ x

F

e

= 1 ¯°¨ e 2 F , x

F

e

= 0 ¯°¨ e =2 F . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬»

¯®«³· ¥¬ ¢§ ¨¬®®¤®§ ·®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ 2

E

¨ ¬®¦¥±²¢®¬ ¢¥°¸¨

¥¤¨¨·®£® ª³¡  ¢ R

E

. �¥¯¥°¼ ¯®«®¦¨¬

P (=) = convfx

H

2 R

E

j H 2 =g:

� ±¨«³  ¤¤¨²¨¢®±²¨, ´³ª¶¨® « c : E ! R ¥±²¥±²¢¥»¬ ®¡° §®¬  ±±®¶¨-

¨°³¥²±¿ ± «¨¥©»¬ ´³ª¶¨® «®¬ f

c

: R

E

! R, ¯°¨·¥¬ c(F ) = f

c

(x

F

) ¤«¿

«¾¡®£® F � E.

� ª ³¦¥ £®¢®°¨«®±¼, ¯®«¨½¤° «¼ ¿ ±²°³ª²³°  ¬®£®£° ¨ª  P (=) ¨£° ¥²

±³¹¥±²¢¥³¾ °®«¼ ¯°¨ ° §° ¡®²ª¥  «£®°¨²¬®¢ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨. � ¯°¨¬¥°,

¯®«®¥ ¨«¨ · ±²¨·®¥ «¨¥©®¥ ®¯¨± ¨¥ ¬®£®£° ¨ª  P (=) ¯®§¢®«¿¥² ¯°¨-

¬¥¿²¼ ¤«¿ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨  ¯¯ ° ² «¨¥©®£® ¨ ¶¥«®·¨±«¥®£® «¨¥©®£®

c



c
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¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¿ [1]; ¤¨ ¬¥²° P (=) ¬®¦¥² ±«³¦¨²¼ ®¶¥ª®© ·¨±«  ¨²¥° ¶¨©

À ¨«³·¸¥©Á ±¨¬¯«¥ª±®© ¯°®¶¥¤³°»; ª« ±±» ±¬¥¦»µ ¢¥°¸¨ ¢¥±¼¬  ¯®«¥§»

¯°¨ ° §° ¡®²ª¥  «£®°¨²¬®¢ «®ª «¼®© ®¯²¨¬¨§ ¶¨¨. �  ½²®¬ ½² ¯¥ ±³¹¥±²¢¥-

³¾ °®«¼  ·¨ ¥² ¨£° ²¼ ³¤ ·»© ¢»¡®° °¥« ª± ¶¨®®£® ¬®¦¥±²¢  ¤«¿

¬®£®£° ¨ª  P (=), ²® ¥±²¼ ² ª®£® ¬®£®£° ®£® ¬®¦¥±²¢  M(=) (¨¬¥-

¾¹¥£®, ¢ ®¯°¥¤¥«¥®¬ ±¬»±«¥, À¡®«¥¥ ¯°®±²³¾Á ±²°³ª²³°³, ·¥¬ P (=)), ·²®

P (=) � M(=). �±«¨ ¯°¨ ½²®¬ M(=) = fx 2 R

E

j Ax � bg, £¤¥ A | (n � jEj){

¬ ²°¨¶  ¨ b | n{¢¥ª²®°, ²® M(=) ¬» ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¯®«¨½¤° «¼®© °¥« ª± -

¶¨¥© ¬®£®£° ¨ª  P (=). � ®²«¨·¨¥ ®² P (=), ¬®¦¥±²¢® M(=) ¬®¦¥² ¨¬¥²¼

¥¶¥«®·¨±«¥»¥ ¨«¨ ¨»¥ À«¨¸¨¥Á (¢ ±¬»±«¥ ®¯¨± ®© ¢»¸¥ ½ª±²°¥¬ «¼®©

§ ¤ ·¨) ¢¥°¸¨». �²°³ª²³°  ¯®±«¥¤¨µ ¨£° ¥² ¢ ¦³¾ °®«¼ ¯°¨ £¥¥°¨°®-

¢ ¨¨ ®²±¥ª ¾¹¨µ ¯«®±ª®±²¥© ¨ ¯°¨ °¥¸¥¨¨ § ¤ ·¨ ¨µ ¨¤¥²¨´¨ª ¶¨¨ (±¬.,

 ¯°¨¬¥°, [2, 3].

�  ±²®¿¹¥© ° ¡®²¥ ®¯¨±   £° ´®¢ ¿ ±²°³ª²³°  ¢¥°¸¨ ¯®«¨½¤° «¼®©

°¥« ª± ¶¨¨ ¬®£®£° ¨ª  k-´ ª²®°®¢ ¯®«®£® £° ´ .

� ¬ ¯® ¤®¡¿²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¯®¿²¨¿ ¨ ®¡®§ ·¥¨¿.

�»¯³ª«»¬ ¬®£®£° ¨ª®¬ (¨«¨ ¯°®±²® ¬®£®£° ¨ª®¬) ¢ ¯°®±²° ±²¢¥

R

d

 §»¢ ¥²±¿ ¢»¯³ª« ¿ ®¡®«®·ª  ª®¥·®£® ¬®¦¥±²¢  ²®·¥ª ½²®£® ¯°®-

±²° ±²¢ . �» ®¯°¥¤¥«¨¬ ¯®«¨½¤° ¢ d-¬¥°®¬ ¢¥¹¥±²¢¥®¬ ¯°®±²° ±²¢¥

ª ª ¬®¦¥±²¢® °¥¸¥¨© ª®¥·®© ±¨±²¥¬» «¨¥©»µ ³° ¢¥¨© ¨ ¥° ¢¥±²¢

®²®±¨²¥«¼® d ¯¥°¥¬¥»µ, ¥±«¨ ®® ®£° ¨·¥®. �®£« ±® ²¥®°¥¬¥ �¥©«¿-

�¨ª®¢±ª®£®, ¤«¿ ¢±¿ª®£® ¢»¯³ª«®£® ¬®£®£° ¨ª  P ±³¸¥±²¢³¥² ² ª®© ¯®-

«¨½¤° F , ·²® P = F . �¥°® ¨ ®¡° ²®¥: ¢±¿ª¨© ¯®«¨½¤° ¿¢«¿¥²±¿ ¬®£®£° -

¨ª®¬. �° ¼¾ ¬®£®£° ¨ª  P  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢® fx 2 P j a

T

x = a

0

g,

£¤¥ a

T

x � a

0

{ ®¯®°®¥ ª P ¥° ¢¥±²¢®. �° ¼  §»¢ ¥²±¿ p-£° ¼¾, ¥±«¨ ¥¥

° §¬¥°®±²¼ ° ¢  p, 0-£° ¨  §»¢ ¾²±¿ ¢¥°¸¨ ¬¨. �±®, ·²® ¥±«¨ P { ¯®«¨-

½¤°, ²® x 2 P ¿¢«¿¥²±¿ ¢¥°¸¨®© ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ° £ ¯®¤¬ ²°¨¶»

®£° ¨·¥¨©, ®¡° ¹ ¥¬»µ ²®·ª®© x ¢ ° ¢¥±²¢®, ° ¢¥ d.

�³±²¼ K

n

= (V;E) { ¯®«»© ¥®°¨¥²¨°®¢ »© £° ´ ¡¥§ ¯¥²¥«¼ ¨ ª° ²»µ

°¥¡¥° ± ¬®¦¥±²¢ ¬¨ ¢¥°¸¨ V ¨ °¥¡¥° E, j V j= n. �«¿ ¢±¿ª®£® G 2 K

n

·¥°¥§

V G ¨ EG ®¡®§ ·¨¬ ±®®²¢¥²±²¢¥® ¬®¦¥±²¢  ¢¥°¸¨ ¨ °¥¡¥° £° ´  G. �°¨

½²®¬ ¤«¿ °¥¡°  e 2 E ¡³¤¥¬ ² ª¦¥ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ § ¯¨±¼ uv, ¯®¨¬ ¿ u; v 2 V

ª ª ¯ °³ ¨¶¨¤¥²»µ °¥¡°³ e ¢¥°¸¨. �«¿ W � V ¯®«®¦¨¬

E

G

(W ) � E

EG

(W ) = fuv 2 EG j u; v 2 Wg;

�

G

(W ) � �

EG

(W ) = fuv 2 EG j u 2 W;v =2 Wg:

�²¥¯¥¼¾ ®²®±¨²¥«¼® G (¨«¨ EG) ¯°®¨§¢®«¼®© ¢¥°¸¨» u 2 V  §®-

¢¥¬ ¢¥«¨·¨³ d

G

(u) � d

EG

(u) =j �

G

(u) j. �±«¨ G = K

n

, ²® ¢ ®¡®§ ·¥¨¿µ

E

G

(W ); �

G

(W ) ¨ d

G

(u) ±¨¬¢®« "G" ¡³¤¥¬ ®¯³±ª ²¼. �±¿ª®¥ R � E ¨¤³¶¨-

°³¥² ¥ª®²®°»© ¯®¤£° ´ T , ³ ª®²®°®£® ET = R ¨ V T { ¬®¦¥±²¢® ¢¥°¸¨

¨§ V , ¨¶¨¤¥²»µ °¥¡° ¬ ¬®¦¥±²¢  R. � ½²®© ±¢¿§¨, ² ¬, £¤¥ ¥ ¢®§¨ª ¥²

¤¢³±¬»±«¥®±²¨, £° ´, ¨¤³¶¨°®¢ »© ¬®¦¥±²¢®¬ °¥¡¥° R, ¡³¤¥¬ ¯°®±²®

®¡®§ · ²¼ ·¥°¥§ R. �«¿ ¯ °» £° ´®¢ G;F � K

n

¯®¤ G [ F ¡³¤¥¬ ¯®¨¬ ²¼

² ª®© £° ´ H, ·²® V H = V G[V F ¨ EH = EG[EF ,   ¯®¤ G\F { £° ´, ¨¤³-

¶¨°®¢ »© ¬®¦¥±²¢®¬ °¥¡¥° EG\EF . �  ª®¥¶, ¯°®±²»¬ ¶¨ª«®¬  §®¢¥¬
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² ª®© ±¢¿§»© ¯®¤£° ´ C � K

n

, ·²® d

C

(u) = 2 ¤«¿ ¢±¥µ u 2 V C. �°¨ ½²®¬

¯°®±²®© ¶¨ª« ¡³¤¥¬ ² ª¦¥ § ¤ ¢ ²¼ «¨¡® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¬ ±¯¨±ª®¬ ¢¥°¸¨,

«¨¡® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¬ ±¯¨±ª®¬ °¥¡¥°.

�«¿ x 2 R

E

¨ R � E ®¯°¥¤¥«¨¬ «¨¥©³¾ ´®°¬³

x(R) =

X

e2R

x

e

:

2. �®«¨½¤° «¼ ¿ °¥« ª± ¶¨¿

�  ¯°®²¿¦¥¨¨ ¢±¥© ±² ²¼¨ K

n

= (V;E) { ¯®«»© ¥®°¨¥²¨°®¢ »© n-

¢¥°¸¨»© £° ´ ¡¥§ ¯¥²¥«¼ ¨ ª° ²»µ °¥¡¥°. �»¡¥°¥¬ ² ª®¥  ²³° «¼®¥ k,

·²® 1 � k � n � 1 ¨ kn { ·¥²®. �®¤ k-´ ª²®°®¬ £° ´  K

n

¡³¤¥¬ ¯®¨¬ ²¼

®±²®¢»© ®¤®°®¤»© ±²¥¯¥¨ k ¯®¤£° ´. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ �

�

k;n

{ ¬®¦¥±²¢®

¢±¥µ k-´ ª²®°®¢,   ·¥°¥§ �

k;n

{ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ±¢¿§»µ k-´ ª²®°®¢ £° ´  K

n

.

� ¬¥²¨¬, ·²®,  ¯°¨¬¥°, �

2;n

{ ¬®¦¥±²¢® £ ¬¨«¼²®®¢»µ ¶¨ª«®¢,   �

�

1;n

{ ¬®-

¦¥±²¢® ±®¢¥°¸¥»µ ¯ °®±®·¥² ¨© ¯®«®£® £° ´ . �®¯®±² ¢¨¬ ¬®¦¥±²¢³

E ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢® R

E

,   ª ¦¤®¬³ F � K

n

{ ¥£® ¢¥ª²®° ¨¶¨¤¥¶¨©

x

F

� x

EF

2 R

E

² ª, ª ª ½²® ®¯¨± ® ¢»¸¥. �³±²¼

P

�

k;n

= convfx

H

2 R

E

j H 2 �

�

k;n

g;

P

k;n

= convfx

H

2 R

E

j H 2 �

k;n

g

{ ¬®£®£° ¨ª¨ k-´ ª²®°®¢ ¨ ±¢¿§»µ k-´ ª²®°®¢ ±®®²¢¥²±²¢¥®.

� £° ´®¬ K

n

±¢¿¦¥¬ ¥£® ¢¥°¸¨®-°¥¡¥°³¾ ¬ ²°¨¶³ ¨¶¨¤¥¶¨© A.

�²°³ª²³°  ¬ ²°¨¶» A ² ª®¢ : ±²°®ª¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ½«¥¬¥² ¬ ¬®¦¥±²¢ 

V ,   ±²®«¡¶» { ½«¥¬¥² ¬ ¬®¦¥±²¢  E, ¨ ¯°¨ ½²®¬ ¢ ª«¥²ª¥ (u; e) ±²®¨² 1,

¥±«¨ ¢¥°¸¨  u ¨¶¨¤¥²  °¥¡°³ e, ¨ { 0 ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥. �¥£ª® § ¬¥-

²¨²¼, ·²® A ±®±²®¨² ¨§ ¢±¥¢®§¬®¦»µ ±²®«¡¶®¢ ± ¤¢³¬¿ ¥¤¨¨¶ ¬¨ ¨ (n � 2)

³«¿¬¨. � ²°¨¶³ ¨¶¨¤¥¶¨© ¯°®¨§¢®«¼®£® F � K

n

®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ A(F ).

� , ®·¥¢¨¤®, ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¬ ²°¨¶¥© ¬ ²°¨¶» A, ®¡° §®¢ ®© ¯¥°¥±¥·¥¨¥¬

±²°®ª V F ¨ ±²®«¡¶®¢ EF .

�®«®¦¨¬

M

k;n

= fx 2 R

E

j Ax = k; 0 � x � 1g;

£¤¥ k { ¢¥ª²®°-±²®«¡¥¶ ± n ª®¬¯®¥² ¬¨, ° ¢»¬¨ k, 0 ¨ 1   «®£¨·®. �

²¥°¬¨ µ K

n

±¨±²¥¬ , ®¯°¥¤¥«¿¾¹ ¿ M

k;n

, ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨±   ¢ ¢¨¤¥

x(�(u)) = k; u 2 V; (2:1)

0 � x

e

� 1; e 2 E: (2:2)

�¥²°³¤® § ¬¥²¨²¼, ·²® ¢¥ª²®° ¨¶¨¤¥¶¨© «¾¡®£® k-´ ª²®°  ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¥² ±¨±²¥¬¥ (2:1) � (2:2). �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬®¦¥±²¢® M

k;n

¬®¦® ° ±±¬ ²°¨-

¢ ²¼ ª ª ¯®«¨½¤° «¼³¾ °¥« ª± ¶¨¾ ¬®£®£° ¨ª®¢ P

�

k;n

¨ P

k;n

. � [4] ¯®ª -

§ ®, ·²® ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© (2.1) ®¯°¥¤¥«¿¥²  ´´¨³¾ ®¡®«®·ª³ ¬®£®£° -

¨ª®¢ P

�

k;n

¨ P

k;n

. � ª ª ª M

k;n

¥±²¼ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¥¤¨¨·®£® ª³¡  ¢ R

E

, ²®

vertP

k;n

� vertP

�

k;n

� vertM

k;n

.
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�«¥¤³¾¹¨© ¯°¨¬¥° ¯®ª §»¢ ¥², ·²® M

k;n

¨¬¥¥² ¥¶¥«®·¨±«¥»¥ ¢¥°¸¨».

�°¨¬¥°. �³±²¼ n = 6; k = 2 ¨, ±®®²¢¥²±²¢¥®, V = f1; : : : ; 6g; E =

fij; £¤¥ i; j = 1; : : : ; 6g. �¯°¥¤¥«¨¬ ¢ K

6

¤¢  ¯®¤£° ´ : C = (V; f12, 13, 23,

45, 46, 56g) ¨ T = (V; f16, 24, 35g). � ±±¬®²°¨¬ ²®·ª³ x 2 R

E

± ª®®°¤¨ ² -

¬¨ x

ij

=

1

2

¯°¨ ij 2 EC, x

ij

= 1 ¯°¨ ij 2 ET , x

ij

= 0 ¢ ®±² «¼»µ ±«³· ¿µ.

�®ª ¦¥¬, ·²® x 2 vertM

2;6

.

�¥©±²¢¨²¥«¼®, «¥£ª® ¯°®¢¥°¿¥²±¿, ·²® x 2M

2;6

. �®·ª  x ®¡° ¹ ¥² ¢ ° ¢¥-

±²¢® ±«¥¤³¾¹¨¥ ®£° ¨·¥¨¿ ¨§ (2:1) � (2:2)

x(�(i)) = 2 ¯°¨ i = 1; 2; : : : 6; (2:3)

x

ij

= 1 ¯°¨ ij 2 ET; x

ij

= 0 ¯°¨ ij 2 E n (ET [ EC): (2:4)

�»·¨±«¨¬ ° £ ½²®© ¯®¤±¨±²¥¬». �¥ ¬ ²°¨¶³ ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ D. � ²°¨¶ 

D ª¢ ¤° ² ¿ ¯®°¿¤ª  15. � ±ª°»¢ ¿ ¥¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¯® ±²°®ª ¬, ±®¤¥°¦ -

¹¨¬ ¯® ®¤®© ¥¤¨¨¶¥, ²® ¥±²¼ ¯® ±²°®ª ¬, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ®£° ¨·¥¨¿¬

(2:4), ¯®«³·¨¬, ·²® j detD j=j detA(C) j= 4. � ª¨¬ ®¡° §®¬, D { ª¢ ¤° ² ¿

¥¢»°®¦¤¥ ¿ ¬ ²°¨¶  ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, x 2 vertM

2;6

.

3. �²°³ª²³°  ¥¶¥«®·¨±«¥»µ ¢¥°¸¨ ¯®«¨-

½¤°  M

k;n

�³±²¼ x 2M

k;n

. � ²®·ª®© x ±¢¿¦¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¯®¤£° ´»:

C

x

{ £° ´ ¤°®¡®±²¨ ²®·ª¨ x { ¨¤³¶¨°®¢  ¬®¦¥±²¢®¬ °¥¡¥° EC

x

= fe 2

E j 0 < x

e

< 1g;

T

x

{ £° ´ ¥¤¨¨¶ ²®·ª¨ x { ¨¤³¶¨°®¢  ¬®¦¥±²¢®¬ °¥¡¥° ET

x

= fe 2 E j

x

e

= 1g.

�¥¬¬  3.1. �±«¨ x { ¥¶¥«®·¨±«¥ ¿ ¢¥°¸¨  ¯®«¨½¤°  M

k;n

, ²® ¥¥ £° ´

¤°®¡®±²¨ C

x

¥±²¼ ®¡º¥¤¨¥¨¥ ¯°®±²»µ ¢¥°¸¨®-¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¥·¥²-

»µ ¶¨ª«®¢.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬» ° §®¡¼¥¬   ·¥²»°¥ · ±²¨. �»

¯®ª ¦¥¬, ·²® 1) j EC

x

j� n; 2) d

C

x

(u) � 2 ¤«¿ ¢±¥µ u 2 V C

x

; 3) j EC

x

j=j V C

x

j

¨ 4) £° ´ C

x

¥ ±®¤¥°¦¨² ·¥²»µ ¶¨ª«®¢.

� ª ª ª x { ¢¥°¸¨ , ²® ®  ®¡° ¹ ¥² ¢ ° ¢¥±²¢® ®£° ¨·¥¨¿ ¥ª®²®°®©

ª¢ ¤° ²®© ¥¢»°®¦¤¥®© ¯®¤±¨±²¥¬» ±¨±²¥¬» (2:1)� (2:2):

x(�(u)) = k ¯°¨ u 2 V

0

; (3:1)

x

e

= 1 ¯°¨ e 2 E

0

; x

e

= 0 ¯°¨ e 2 E

00

; (3:2)

j V

0

j + j E

0

j + j E

00

j=

n

2

�n

2

. � ª ª ª j V

0

j� n, ²® ®£° ¨·¥¨© (3:2) ¢

½²®© ¯®¤±¨±²¥¬¥ ¡³¤¥² ¥ ¬¥¥¥, ·¥¬

n

2

�n

2

�n. � ¦¤®¥ ¨§ ¨µ ®§ · ¥² ¶¥«®·¨-

±«¥®±²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ª®¬¯®¥²». � ·¨², ¥¶¥«®·¨±«¥»µ ª®¬¯®¥²

¬®¦¥² ¡»²¼ ¥ ¡®«¥¥, ·¥¬ n. 1) ¤®ª § ®.
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2) �® ³±«®¢¨¾, C

x

6= ;. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® d

C

x

(u

0

) = 1 ¤«¿ ¥ª®²®°®© u

0

2

V C

x

. � ±±¬®²°¨¬ ®£° ¨·¥¨¥ x(�(u

0

)) = k, ¢µ®¤¿¹¥¥ ¢ (3:1). �§ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿

±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ «¾¡®£® e 2 �(u

0

) n fe

0

g, £¤¥ fe

0

g = �(u

0

) \ EC

x

, ±¯° ¢¥¤«¨¢®

x

e

2 f0; 1g. �® ²®£¤  x(�(u

0

)) = x

e

0

+ x(�(u

0

) n fe

0

g) { ¥¶¥«®·¨±«¥®, ²® ¥±²¼

²®·ª  x ¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾ x(�(u

0

)) = k ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥ «¥¦¨² ¢

M

k;n

. �°®²¨¢®°¥·¨¥.

3) � ¬¥²¨¬, ·²® j V

0

j�j EC

x

j. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢ ¯®¤±¨±²¥¬¥ (3:2) ¥² ³° ¢-

¥¨©, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ °¥¡° ¬ ¬®¦¥±²¢  EC

x

. �±«¨ ° ±ª°»²¼ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼

±¨±²¥¬» (3:1)� (3:2) ¯® ±²°®ª ¬, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ³° ¢¥¨¿¬ (3:2), ²® ¯®«³-

·¨²±¿ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¯®°¿¤ª  j V

0

j, ª®²®°»©, ° §³¬¥¥²±¿, ¥ ° ¢¥ ³«¾. �°¨

½²®¬ ¨ ®¤¨ ¨§ ±²®«¡¶®¢, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ °¥¡° ¬ EC

x

, ¥ ¡³¤¥² ¢»·¥°ª³².

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, j V

0

j�j EC

x

j.

�³±²¼ E = En(E

0

[E

00

). �®£¤  ¯®¤¬ ²°¨¶  A

0

¬ ²°¨¶» ±¨±²¥¬» (3:1)�(3:2),

®¡° §®¢  ¿ ±²°®ª ¬¨ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ³° ¢¥¨© (3:1) ¨ ±²®«¡¶ ¬¨, ±®®²-

¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ ¬®¦¥±²¢³ E, ¿¢«¿¥²±¿ ª¢ ¤° ²®© ¥¢»°®¦¤¥®© ¬ ²°¨¶¥©,

¨¡® ¯®«³·¥  ¯³²¥¬ ° ±ª°»²¨¿ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ ±¨±²¥¬» (3:1) � (3:2) ¯® ±²°®ª ¬

E

0

[ E

00

. �±®, ·²® EC

x

� E. �³±²¼ W = V

0

\ V C

x

. � ²°¨¶³ A

0

¬®¦® ±µ¥¬ -

²¨·® ¨§®¡° §¨²¼ ² ª, ª ª ¯®ª § ®   °¨±³ª¥:

EC

x

E n EC

x

.

.

.

W A

1

.

.

. A

2

.

.

.

� � � � � � � � �

.

.

. � � � � � � � � �

.

.

.

V

0

nW A

3

.

.

. A

4

.

.

.

� ª ª ª ±°¥¤¨ ¢¥°¸¨ ¬®¦¥±²¢  V

0

nW ¥² ¨¶¨¤¥²»µ °¥¡° ¬ ¨§ EC

x

, ²®

¯®¤¬ ²°¨¶  A

3

±®±²®¨² ¶¥«¨ª®¬ ¨§ ³«¥©. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® j EC

x

j>j V C

x

j.

�®£¤  j EC

x

j>j W j ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, j V

0

n W j>j E n EC

x

j, ²® ¥±²¼ ¢

¯®¤¬ ²°¨¶¥ A

4

±²°®ª ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ±²®«¡¶®¢. � ·¨², ±°¥¤¨ ±²°®ª ¬ ²°¨¶» A

4

¨¬¥¾²±¿ «¨¥©® § ¢¨±¨¬»¥. �®±«¥¤¥¥, ¢ ±¨«³ ²®£®, ·²® A

3

³«¥¢ ¿, ®§ · ¥²,

·²® A

0

±®¤¥°¦¨² «¨¥©® § ¢¨±¨¬»¥ ±²°®ª¨, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ¥¥ ¥¢»°®¦¤¥-

®±²¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬,

j EC

x

j�j W j�j V C

x

j : (3:3)

� ª ª ª d

C

x

� 2 ¤«¿ ¢±¥µ u 2 V C

x

, ²® j EC

x

j=j V C

x

j.

�  ª®¥¶, 4). �§ 3) ¨ (3:3) ±«¥¤³¥², ·²® ¬ ²°¨¶  A

1

¿¢«¿¥²±¿ ¢¥°¸¨®-

°¥¡¥°®© ¬ ²°¨¶¥© ¨¶¨¤¥¶¨© £° ´  C

x

, ¯°¨·¥¬ { ª¢ ¤° ²®©. � ª ª ª A

3
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³«¥¢ ¿, ²® ¬ ²°¨¶  A

0

{ ¯®«³° ±¯ ¢¸ ¿±¿ ¨ detA

0

= detA

1

� detA

4

6= 0. �«¥-

¤®¢ ²¥«¼®, detA

1

6= 0. � ª ª ª C

x

{  ¡®° ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¶¨ª«®¢, ²® ¯¥-

°¥±² ®¢ª®© ±²°®ª ¨ ±²®«¡¶®¢ ¬ ²°¨¶  A

1

¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¨¢¥¤¥  ª ª«¥²®·®-

¤¨ £® «¼®¬³ ¢¨¤³, ¯°¨·¥¬ ª ¦¤ ¿ ª«¥²ª  ¿¢«¿¥²±¿ ¢¥°¸¨®-°¥¡¥°®© ¬ -

²°¨¶¥© ¨¶¨¤¥¶¨© ¥ª®²®°®£® ¶¨ª«  ¨§ C

x

. � ·¨², detA

1

= detA

11

� detA

12

�

: : :detA

1t

, £¤¥ A

1i

; i = 1; : : : ; t; { ²¥ ± ¬»¥ ª«¥²ª¨. �¥£ª® ¯®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨

¯°®±²®© ¶¨ª« ·¥²¥, ²® ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¥£® ¬ ²°¨¶» ° ¢¥ ³«¾.

�¥¬¬  ¤®ª §  .

�¥¬¬  3.2. �±«¨ x { ¥¶¥«®·¨±«¥ ¿ ¢¥°¸¨  ¯®«¨½¤°  M

k;n

, ²® x

e

=

1

2

¤«¿ ¢±¥µ e 2 EC

x

.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ C { ª ª®©-«¨¡® ¶¨ª« £° ´  C

x

. �®-

«®¦¨¬ C = fe

1

; e

2

; : : : ; e

t

g, e

i

= u

i

u

i+1

, i = 1; : : : ; t � 1, e

t

= u

1

u

t

. � ª ª ª

x

e

i

6= 0, ²® x

e

i

+ x

e

i+1

= 1. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® x

e

1

=

1

2

+ ", 0 < " <

1

2

. �®£¤ 

x

e

2

=

1

2

� ",. . . ,x

e

2l�1

=

1

2

+ "; x

e

2l

=

1

2

� ",. . . ,x

e

t

=

1

2

+ "; (² ª ª ª t { ¥·¥²®).

�²±¾¤  x

e

1

+ x

e

t

= 1 + 2" > 1, ·¥£® ¡»²¼ ¥ ¬®¦¥², ¨¡® ½²® ®§ · ¥², ·²®

d

C

x

(u

1

) > 2.

�¥¬¬  3.3. �³±²¼  ¡®° C ¯°®±²»µ ¢¥°¸¨®-¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¥·¥²»µ

¶¨ª«®¢ ¨ £° ´ T � K

n

² ª®¢», ·²® ET \ EC = ;; d

T

(u) = k� 1 ¯°¨ u 2 V C

¨ d

T

(u) = k ¯°¨ u =2 V C. �®£¤  ²®·ª  x 2 R

E

± ª®®°¤¨ ² ¬¨

x

e

=

8

<

:

1

2

; e 2 EC;

1; e 2 ET;

0; e 2 E n (EC [ ET );

¿¢«¿¥²±¿ ¢¥°¸¨®© ¯®«¨½¤°  M

k;n

.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �·¥¢¨¤®, ·²® x 2 M

k;n

. �®·ª  x ®¡° ¹ ¥² ¢ ° ¢¥±²¢®

±«¥¤³¾¹¨¥ ®£° ¨·¥¨¿ ±¨±²¥¬» (2:1)� (2:2):

x(�(u)) = k; u 2 V;

x

e

= 1 ¯°¨ e 2 ET; x

e

= 0 ¯°¨ e 2 E n (EC [ ET ); (3:4)

�»·¨±«¨¬ ° £ ½²®© ¯®¤±¨±²¥¬». �±¿ª®¥ ³° ¢¥¨¥ x(�(u)) = k ¯°¨ u =2 V C

¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¥© ³° ¢¥¨© (3:4), ¯®½²®¬³ ½²¨ ³° ¢¥¨¿ ¬®¦®

®²¡°®±¨²¼. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ³¦® ¢»·¨±«¨²¼ ° £ ±¨±²¥¬»

x(�(u)) = k; u 2 V C;

x

e

= 1 ¯°¨ e 2 ET; x

e

= 0 ¯°¨ e 2 E n (EC [ ET );

� ¬¥²¨¬, ·²® ² ª ª ª j V C j=j EC j, ²® ½²  ±¨±²¥¬  ª¢ ¤° ² ¿ (¨¡® j V C j

+ j ET j +

n

2

�n

2

� (j EC j + j ET j) =

n

2

�n

2

). � ±ª°»¢ ¿ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ½²®©

±¨±²¥¬» ¯® ±²°®ª ¬, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ³° ¢¥¨¿¬ (3:4), ¬» ¯®«³·¨¬, ·²® ®

° ¢¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¾ ¢¥°¸¨®-°¥¡¥°®© ¬ ²°¨¶» ¨¶¨¤¥¶¨©  ¡®°  ¶¨ª«®¢

C, ª®²®°»© ¥ ° ¢¥ ³«¾, ¢ ±¨«³ ¥·¥²®±²¨ ¶¨ª«®¢. �¥¬¬  ¤®ª §  .
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�±®, ·²® ¢ ³±«®¢¨¿µ «¥¬¬» 3.3 £° ´ C ¿¢«¿¥²±¿ £° ´®¬ ¤°®¡®±²¨ ²®·ª¨

x,   £° ´ T { ¥¥ £° ´®¬ ¥¤¨¨¶. �°®¬¥ ²®£®, ² ª ª ª ·¨±«® ¢¥°¸¨ ¥·¥²®©

±²¥¯¥¨ ¢® ¢±¿ª®¬ £° ´¥ ·¥²®, ²® ¯°¨ ·¥²®¬ k ¥¯°¥¬¥® j V C j ·¥²®. �²®

±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®, ·²® V C = fu 2 V T j d

T

(u) = k � 1g: �±«¨ ¦¥ k ¥·¥²®, ²®

j V n V C j=j fu 2 V T j d

T

(u) = kg j { ·¥²® ¨, ² ª ª ª ¯°¨ ½²®¬ n ®¡¿§ ²¥«¼®

·¥²®, ¢®¢¼ ¨¬¥¥¬ ·¥²®±²¼ ¢¥«¨·¨» j V C j.

�¥§³«¼² ²» ½²®£® ¯ ° £° ´  ±´®°¬³«¨°³¥¬ ¢ ¢¨¤¥ ²¥®°¥¬».

�¥®°¥¬  . �®·ª  x 2 M

k;n

¿¢«¿¥²±¿ ¢¥°¸¨®© ¯®«¨½¤°  M

k;n

²®£¤  ¨

²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®  ¶¥«®·¨±«¥ , «¨¡® ¥¥ £° ´ ¤°®¡®±²¨ C

x

¨ £° ´

¥¤¨¨¶ T

x

³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¿¬:

1) C

x

¥±²¼ ®¡º¥¤¨¥¨¥ ·¥²®£® ·¨±«  ¯°®±²»µ ¢¥°¸¨®-¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿

¥·¥²»µ ¶¨ª«®¢, ¯°¨·¥¬ ¤«¿ «¾¡®£® e 2 EC

x

¨¬¥¥² ¬¥±²® x

e

=

1

2

;

2) d

T

x

(u) = k � 1 ¤«¿ ¢±¥µ u 2 V C

x

¨ d

T

x

(u) = k ¤«¿ ¢±¥µ u 2 V n V C

x

.
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